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Vorbemerkung

Dieses Skript beruht auf einer Mitschrift zur Vorlesung Theoretische Phy-
sik I, die ich im Wintersemester 2005/2006 an der TU Clausthal gehalten habe.
Es soll einerseits dem geduflerten Wunsch nach einem Leitfaden zur Nacharbeit
und Priifungsvorbereitung Rechnung tragen, andererseits aber nicht moglichst
ausfiihrliche Blicke in die einschlidgigen Lehrbiicher verhindern. Dementsprechend
enthélt es zwar alle Rechnungen und zentralen Aussagen, die in der Vorlesung be-
handelt wurden, aber (fast) kein dariiber hinausgehendes Material und durchgén-
gig nur wenige erklidrende, vertiefende oder gar motivierende Sitze. An den Stel-
len, an denen ich Ergénzungen fiir nétig oder niitzlich halte, habe ich — wie auch
in der Vorlesung selbst — entsprechende Verweise auf die Literatur angefiigt. Ich
hoffe, dass ihnen nachgegangen wird.

Des Weiteren sind alle Ubungsaufgaben, die parallel zur Vorlesung angebo-
ten wurden, im Anhang zusammengestellt. Die gelegentlichen Verweise auf diese
Aufgaben kénnen gern als Erinnerung daran verstanden werden, dass ihre Bear-
beitung ein wichtiger Bestandteil der Auseinandersetzung mit dem Lehrstoff sein
sollte.

Ansonsten gilt, was bei Skripten (und Lehrbiichern) meistens gilt: Trotz red-
lichen Bemiihens wird eine Reihe von Fehlern alle Korrekturrunden iiberdauert
haben. Entsprechende Hinweise nehme ich ebenso wie sonstige Vorschlige und
(konstruktive) Kritik gerne entgegen. Wer einen Rechenfehler in Anhang A.4
aufspiihrt, hat sich eine Flasche Wein verdient!

Tom Kirchner
Clausthal-Zellerfeld im August 2006
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Bemerkungen zum Wesen der Theoretischen
Physik

Aufgaben der Theoretischen Physik (TP):

Formulierung, Analyse und Anwendung mathematischer Gesetze und Modelle
zur Beschreibung physikalischer Phénomene und Prozesse (Mathematik ist die
Sprache der Physik)
Werkzeuge der TP: Mathematik, Computer
Ziele und Nutzen der TP:

e Herausarbeiten weniger "roter Faden” durch das Geb&dude der Physik

e Auffinden allgemeiner Grundprinzipien

e Uberpriifung und Interpretation empirischer Daten
"Kanon der TP”:

e Klassische Mechanik — Teilchen ("Massenpunkte’)

e Klassische Elektrodynamik — Felder (Wellen)

e Quantenmechanik — bewiltigt Welle-Teilchen Dualismus

e Statistische Mechanik /Thermodynamik — Beschreibung von ” Makrophéno-
menen” (typischerweise mit 10%* Teilchen)



2 Einfithrung

1.2 Vorbemerkung zur Klassischen Mechanik

Definition:

"Mechanik ist die Lehre von der Bewegung materieller Gegenstinde vm Raum
und den diese beherrschenden Gesetzmdfigkeiten” [Jel]

Analyse:

(i) Materielle Gegenstinde — mit (triger) Masse ausgestattete Objekte
Massenpunkte < Punktformige Teilchen mit Masse (Masse ist ihre einzige
relevante Eigenschaft)

(ii) Bewegung im Raum: erfordert Klarung der Begriffe Raum + Zeit

Eigenschaften des Raums: (im Rahmen der Klassischen Mechanik (KM))

— dreidimensional
— allseitig unbegrenzt

enthélt Punkte, Geraden, Ebenen

— Parallelenaxiom

— homogen + isotrop

— dreidimensionaler Euklidischer Raum (préziser unterscheidet man in der
Mathematik Euklidische Vektorrdume und Euklidische affine Radume)
— kartesische Koordinatensysteme definierbar

z
A z
>y Yy
X X
Rechtssystem Linkssystem

Abbildung 1.1: Kartesisches Rechts- / Linkssystem
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— Beschreibung von Gegebenheiten im Raum — Vektorrechnung im R3

Eigenschaften der Zeit:

— homogener Parameter (kein ausgezeichneter Zeitnullpunkt)

— Bewegung im Raum wird beschrieben durch:

e Bahnkurve (Trajektorie) r(¢) = "Kinematik’:
mathematische Beschreibung
e Geschwindigkeit v(t) = ZLr(t) = i(t) von Bewegungen ohne Bertick-

sichtigung der verursachenden

e Beschleunigung a(t) = 4v(t) = v(t) = #(t) | Krifte

Erweiterungen des Raumbegriffs: (auflerhalb dieser Vorlesung)

— Sperzielle Relativitdtstheorie — 4-dim. (Raumzeit) " Minkowski” Raum
— Allgemeine Relativitétstheorie — (lokal) gekriimmte Réume
— Quantenmechanik — oo-dim. Hilbert-Raum
(i) Gesetzmdfligkeiten:
Was bewirkt die Bewegung von Objekten?

— Newton’sche Axiome (Kraftbegriff)
— insbesondere Bewegungsgleichung (BWGI) F =m -a — Dynamik

1/m DCGL+AB
F = a=¥F = r(t)

— weitere Grundbegriffe (Impuls, Drehimpuls, Arbeit, Energie,...)
Weitere Aspekte der Mechanik:

Es gibt alternative (dquivalente) Formulierungen der KM (”Lagrange”, ”Hamil-
ton”)

e beruhen auf iibergeordnetem ”Wirkungsprinzip” (jenseits der KM giiltig)
e cbnen den Weg zur QM

e sind (teilweise) flexibler in der Handhabung und praktischen Anwendung

Bemerkung zur Literatur:

Abgesehen von den im folgenden zitierten Werken, sind die Biicher [WH], [Fey]
und [LL] erwéhnenswert.
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Kapitel 2

Newton’sche Mechanik

2.1 Die Newton’schen Axiome (1687)

Axiom: Keines Beweises bediirfender Grundsatz; Néheres: [Jel], Kap. 3.1

Lex prima: ”Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichférmi-
gen, geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen
wird, seinen Zustand zu dndern.”

Lex secunda: ”Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegen-
den Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,
nach welcher die Kraft wirkt.”

Lex tertia: 7Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wir-
kungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter
Richtung.” (actio = reactive)

Lex quarta: Krifte addieren sich wie Vektoren (Krifteparallelogramm)

Bei Newton findet man auflerdem die folgende Definition:
Impuls (”Bewegungsgrofe”);
p:=mv

Néheres zu Newtons Formulierung der Grundprinzipien: [Jel], Kap. 3.2; [Som],

61
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2.1.1 Analyse des 1. Axioms: Inertialsysteme und Galilei-
Trans- formationen

Das 1. Axiom ist das ” Galilei’sche Trigheitsprinzip”: falls F = 0 — p =
konst. Es betont die Gleichwertigkeit von Ruhe und gleichférmig-geradliniger
Bewegung.

Die absolute Grofle des Impulses héngt offensichtlich ab von der Wahl des
Bezugssystems. Das Axiom impliziert, dass die Beschreibung eines physikalischen
Vorgangs aus der Sicht zweier Bezugssysteme, die mit konstanter Geschwindigkeit
gegeneinander bewegt sind, gleichwertig ist.

Sl R(t) = rrel + Vrelt

gleichformig-geradlinige Relativ-
t bewegung zwischen den beiden
Bezugssystemen S,, S,

el rel

v

Abbildung 2.1: Zwei gleichférmig-geradlinig gegeneinander bewegte Bezugssyste-
me

r, () = R(t) + ry(1)

:rre] Tv t+r2(t)

rel

V() =V T V(D)

Q’a1(t) = a,(t)

Abbildung 2.2: MP aus Sicht zweier gleichférmig-geradlinig gegeneinander be-
wegter Bezugssysteme
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Definition: Inertialsystem (IS): Bezugssystem, in dem sich ein kréftefreier
Korper geradlinig-gleichformig bewegt:

falls F=0 — a;=a3=0
falls F#£0 — a;=as#0

Galilei-Transformation (GT): <= (r1,t1) — (r2,t2) )
Mit ro =17 —Tpe — Vpgt und  to =1t =t (Ndheres: Ubung 1.4)

2.1.2 Analyse des 2. Axioms: grundlegende BWGI

p=F gilt im IS

falls h =0 —

m # 0: z.B. klassisches Raketenproblem (sieche Ubung 3.2), spezielle Relati-
vitétstheorie

Folgerungen:
(i) 0=F =p= p = konst. — 1. Axiom
(i)  ’Forminvarianz’ der BWGI unter GTs

SlzmalelzmazzezSg

Beispiel: senkrechter Wurf aus fahrendem Zug (v, = konst.) (vgl. Ubung 1.4)

Slf\ SQI

Obwohl die "Dynamik” dieselbe ist, siecht der Ablauf der Bewegung aus der
Sicht zweier gegeneinander bewegter Bezugssysteme verschieden aus.

2.1.3 Analyse des 3. Axioms: actio = reactio

F5 : Kraft von Teilchen 1 auf Teilchen 2
Fip, = —Fy
F5; : Kraft von Teilchen 2 auf Teilchen 1
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2.Axiom
- mia; = Fo1 = —F13 = —mpay
my a2 as . " . 1
— @ — = H = — —— dynamische Definition eines Massenverhéltnisses
mo a aq

absolute Skala wird durch Festlegung der Standardmasse [m] = 1kg eingefiihrt

— die ’trige Masse’ ist damit ein (skalares) Maf fiir den Widerstand gegen
Bewegungsanderung

— Kraft: abgeleitete GréBe (nach 2. Axiom) [F] = 1 %7 — 1 N

S

Moégliche Situationen:

>y >y

Abbildung 2.3: Tllustration zum 3. Axiom: die Kraftvektoren kénnen, miissen aber
nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Sie miissen aber in entgegengesetzte
Richtung zeigen.

e 3. Axiom erfiillt fiir Gravitations- und Coulombwechselwirkung

e Dariiber hinaus gilt es i.a. nur in modifizierter Form [DL], Kap. 3.1.6
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2.1.4 Abschlieflende Diskussion
(i) Physikalischer Ursprung von Kriften wird in KM nicht behandelt

(ii) Grundproblem der KM: Lsg. der gew6hnlichen DGI 2. Ordnung
¥(t) = F(r,1,t) (+ AB's)

Analytische Losungsverfahren sind nur fiir Spezialfélle bekannt, ein nume-
risches Losungsverfahren wird in [Blo] KM, Kap. 2.3 vorgestellt

(iii) Erhaltungssitze folgen als Konsequenz der Axiome

2.2 Grundbegriffe und Erhaltungsséitze

2.2.1 Impuls

a) Einfachste Situation: ein kréftefreier Massenpunkt (MP):
F=0 =— p=konst. =mvy Impulserhaltung

—  r(t) =ry+ vot geradlinig — gleichformige Bewegung
b) System von N MPs

Einige niitzliche Begriffe:
— ’innere Kraft’ f;;: Wechselwirkung zwischen zwei MPs
(Kraft von k auf i)
— ’auflere Kraft’ F;: duflerer Einfluss auf den i-ten MP

— ’Abgeschlossenes System’: System ohne duflere Krifte
(F; =0 fir i =1, ..., N)

— ’Offenes System’”: F; # 0 fiir mindestens ein i € {1,..., N}

— Gesamtmasse: M = S0 m,

— Position des 'Schwerpunktes’ (SP) (auch Massenmittelpunkt):
R =5 0, mir;

— SP-Geschwindigkeit: V=R = ﬁ Zf\il miv;

— SP (Gesamt-) Impuls: P = MV = Zf\il mv; = Zfil pi

— Position eines MPs bzgl. SP: r/; =r; — R
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>y

Abbildung 2.4: Zur Definition des Schwerpunktes

< BWAGI fiir k-ten MP:

N
P = Fot > fu
i=1

beachte : fzk: = _sz — fkk =0
N N N
— D b = D Fit ) fu
k=1 k=1 ik=1
I I I (3. Axiom)
P = F, + 0 Impulssatz / SP-Satz

"Der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse in ihm vereinigt
wére und alle dufleren Kréfte an ihm angreifen wiirden.”

Impulserhaltung (gilt in abgeschlossenen Systemen):

falls F.; =0 — P=0 — P =konst.

In einem abgeschlossenen System kann man von einem 'raumfesten’ IS durch
eine GT in das inertiale 'SP-System’ (charakterisiert durch R’ = P’ = 0) {iber-
gehen.
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2.2.2 Drehimpuls

a) ein MP:
Definition: Drehimpuls (= Moment des Impulses)

1 = rxp=m(rxv) ("Pseudovektor’)
1] = l=rpsiny
z z
A A
p
p

Abbildung 2.5: Im linken Bild zeigt der Drehimpulsvektor aus dem Blatt heraus,
im rechten Bild hinein

Bsp. 1: geradlinig gleichformige Bewegung

S i S S: r(t)y=r, +vgt
Ity = m((ro X Vp) + (Vg X Vo)t)
I, =m(r, x v,) = konst.
vt
S": r')=r', +vgt
r() r'y=av,
r, — 1'(H)=0
>y

Abbildung 2.6: geradlinig-gleichférmige Bewegung aus Sicht zweier IS



Newton’sche Mechanik

Bsp. 2: Uniforme Kreisbewegung (w = konst.)

S S: 1=mRwe,
g = konst.
(R=]r[)
S: 1'=0
-
(s. Ubung 0.1)

Abbildung 2.7: Uniforme Kreisbewegung

Bemerkung: Vollstédndige Angabe von 1 verlangt Festlegung des Bezugs-
punktes fiir die Momentbildung (gilt fiir jedes Moment eines Vektors)

St i:%(rxp):m(vxv)—l—rxp:er

Definition: Drehmoment M =r x F

— i=M Drehimpulssatz

falls M =0 = 1=0, 1= konst. Drehimpulserhaltung

M=0 falls (i) F=0
(i) F =Fe, : Zentralkraft F | r

Zwei Aspekte der Drehimpulserhaltung:

(i) Erhaltung der Richtung — ebene Bewegung
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(ii) Erhaltung des Betrages:
<

Q

%|r(t) X r(t+ At)]

R P Vak AA

= %\r(t) x [r(t 4+ At) —x(t)]|

v

r(t) AA 1 r(t + At) —r(¢)
A 5\ [x(t) x AL ]l
At—0
— = —|rxv|
2

. 1
— A = §(r><v)

1
= —1

2m
(als Richtung wird die Flichennormale festgelegt)

’Fliachengeschwindigkeit’
|A| = konst. — Fliichensatz (”Gleiche Zeiten, gleiche Flichen”)

b) System von N MPs:

Definition: Gesamtdrehimpuls

L(t) = Y L)
= > (ri(t) x pr(t))

k

—>L = Z(I‘k ka)

k
N N
= Z(I‘k X Fk) + Z (I'k X fzk)
k=1 1,k=1

Nebenrechnung : Z(rk x fi) = Z(rZ x f;) = %Z {(rk X fip) + (r; ¥ fm)}

= %Z {(I‘k x fix) — (r; x fzk)}

— %Z{(rk—ri)xfik}zo, falls
ik

fi, = (ve —1i)fir
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(fix zeigt in Richtung von (ry —r;); vgl. Abb. 2.3)

Gesamtdrehmoment M = Z(rk x Fy) = ZM’“
k k

L=M Drehimpulssatz
L=0
falls M =0 Drehimpulserhaltung
L = konst.

(gilt in abgeschlossenen Systemen)

Drehimpuls + Schwerpunkt: (vgl. Abbildung 2.4)

Ausgangspunkt : 1, =1, +R; vy=v+V

— L = ka(rk X Vk)
= ka{(r/k+R)X(V/k+V)}
k

= Y mpRx V)+ (Rx V) + (s x V) + (1 x V)

N J/
-~

— MR xV)=RxP=Lgp
< > omr'y = > mp(rp—R) = > myry— MR = MR- MR = 0
k

k
%kav'k = %kar’k:O
k

= L= LSP+L/ wobei Lgp = RxP, L' = lek = ka(r'kxv’k)
k k

M:Z(rkXFk) = Z{(R+r/k) XFk}
k k
= R x ZFk + Z(r/k X Fk) =R x Fe:z:t + M/e:vt
k k

= MSP + M/emt
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Drehimpulssatz

Lsp+ L., = Mgp+ M.

ext

SP—Satz

Wegen Lgp=MRxV)=RxP R x F.; = Mgp folgt

Lop = Mgp Drehimpulssatz fiir SP

I/ =M., Drehimpulssatz fiir Teilchensystem bzgl. SP

(hat dieselbe Form wie der urspriingliche Drehimpulssatz, obwohl das SP-
System i.a. kein Inertialsystem ist)

2.2.3 Arbeit und Energie
a) Ein MP:
Definition *Arbeit’: Sei r(¢) die in [ty, t] durchlaufene Bahn

A= /tF(r(t'), v(t'), t')-v(t') dt'  Arbeit

to
Falls Kraft ” Vektorfeld” F = F(r) ist:

Arbeit ist ein Kurvenintegral

r(t,)
siehe [Liic], Kap. 4.2
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Diskussion:

(i) Falls F = konst. und Weg geradlinig — A=F -r
(ii) A=0falls F L r

Beispiel 1: "Hochhalten’ einer Masse m im Schwerefeld
— A=0(dav=0)

Beispiel 2: Uniforme Kreisbewegung

r = (Rcoswt, Rsinwt)
= (—Rwsinwt, Rw coswt)
a = (—Rw’coswt, —Rw’sinwt)
= —wr
— ma = F(r)
=  —mw’r

— F.-v=0 <— Fldr=vdt = A=0

(iii) [A] = 1%22° = 1Nm = 1Joule
(iv) P:=4 = M;( v(t'),t) - v(t)dt' = F(r(t),v(t),t) - v(t)
"Leistung” [P] = 1£ = 1Watt
< A = /tF(r(t'),v(t’),t’) v (t') at’
2 Ao, / tw') v(t') dt

2
1
= om (p2<t) - P (to))
Definition: kinetische Energie
2
m p
T=_"_v2=2_>)
2" T om =

—  T(t) = T(ty) + Aty — t) "A-T-Relation’ (gilt fur alle Krafte)
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Definition: konservatives Kraftfeld
F(r) :=-VU(r)

/ /! / /
= [ F() dr' = [;, F(x') dr Wegunabhiingigkeit

= ¢ . F(r')dr' =0 des Kurvenintegrals

Beweisa11:d>eutung / F(I’l) dI‘l _ VU(I'/) dr/
K1

K1
_ —/ AU = Ulro) — Ur)
To
Riickweg wird gezeigt unter der Zuhilfenahme des Mittelwertsatzes.

Auflerdem folgt:
rot F =V xF =0

(denn rotgradU = 0 fiir alle U(r))

Riickweg wird gezeigt mit dem Integralsatz von Stokes:

/(V x F) dA = 7{ F dr (siehe [Liic], Kap. 4.3)
S K

Zusammenfassung konservatives Kraftfeld :

F=-VU — VxF=0
) N\ )
2
/F(r)~dr = 7{F~dr:O
1 K
wegunabhéangig

Definition : Ul) =-— / F(r') - dr "potentielle Energie”

r—oo

Ubliche Festlegung der unbestimmten Konstanten durch U(r) —= 0

Aus A — T — Relation folgt : A=U(1)-U(2) = T(2)-T(1)
= T(H)+U(l) = T(2)+U(2)
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E =T + U = konst. Energieerhaltung
Allgemeinere Situation:
F = Fkonservativ + Fdissz’pativ

V X F = VxFys # 0

< Newton II:
mv = —VU(r)+ Fass |-v
Fies-v = mvv+VUv
d /m
= Fu v = o (SV+UED))
d dFE
= i (T +U ) T Fiiss - v allg. Energiesatz

Definition : Agiss = / Fie - vdt —

b) System von N MPs:

Ausgangspunkt: BWGI fiir k-ten MP: p, = Fy, + Ziil fix

Einschréankungen:

(i) Fr = Fi(ry) = =V Uk(ry) (duBere Krifte sind konservativ)

(i) £ = fix(r; —ry) = =4 (rp —r;) (innere Krifte hiangen nur jeweils von

(r; — rg) ab)

(i) Vi x fix = V; x fy; = 0 (sind konservativ)

—

fir = —ViVie(rs —

l”k)7 fri = —Vz'sz(I'k - I'z‘)

Konservative innere Kréfte zwischen zwei MPs konnen auf ein gemeinsames
Potential zuriickgefithrt werden (d.h Vi = V)

ViVik = =V, Vi

" Zwei-"Teilchen-Wechselwirkung”
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N
< Py = Fk+zfz‘k
- Zfzk —l”k = ka Vi - Vk_ZFk I'k
RS : = 2dt2mkvk+zkak ry) drk

- %;(@kviwk(rk( )
= %Z(T,ﬁ@) = Z(T+U>

LS: = _Z(zk ) - Vi + £ (v I'z‘)'Vz')
= §Z<fik‘vk_fik'vi)

i;ﬁk
= 3 E fzk Vi — Vz
z;ék
Definiere : rj = TI; —Ty
Vik = Vi— Vg

— Vz‘Vz’k(ri - l”k) = Vz’sz'k(I'ik) = _vk%k(rik)

— £ (rir) = —ViVi(rin) = VigVik(riz)
LS 1Zf( )
N : _ = ) v
. 9 : ik\Lik Vik
1#£k
1 dI'Z‘
= —3 Zvik%k(rik) : d—tk
1#£k
d1
= —£§ZWk(sz(t))
1#£k
d
- Yy
dt

. %(T+U+V> — 0

T4+ U+ V = FE = konst.

— Energieerhaltung
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Die Betrage zur Gesamtenergie E:

— T =", Tj: kinetische Energie des Teilchensystems
— U =", Uy: potentielle Energie aufgrund duflerer Krifte

-2 i<k Vi

- V=3 Zi;ﬁk Vie = > ... Vig: 'interne” WW-Energie: ( ];[ ) Betriige
Beispiele:

Vie=V21

N=2: V = (Vig + Var) ="' Viy

N

I
w
<
I

N = DN =

(V12+V13+V23+V21+V31+V32)
= Vio+ Vig+ Vi

> Vi

i<k




Kapitel 3

Anwendungen I

3.1 Elementare Bewegungsprobleme

3.1.1 Eindimensionale Probleme mit £ =T + U = konst.

a) Qualitative Vorbemerkung

Betrachte potentielle Energie und ziehe qualitative Schliisse iiber die mogli-
chen Bewegungsformen aus dem Energiesatz

E=T+U <+ FE-Ux)=T>0

— E >U(x)
A U(X)
E;
E, Y,
U,
’ \ 2 X b, > x
a a4 as ay b;b, "
E,
Umin El

Abbildung 3.1: Generisches eindimensionales Potential

21
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(i) E < Upip : nicht moglich

(ii) Fy = Upin : ruhender MP bei & = 2,

(iil) Upin < E2 < 0 : gebundene (finite) Bewegung in [a4, b1 ]
t(ar1) =v(a1) =v(by) = @(by) =0; ay,b; "Umkehrpunkte”

(iv) 0 < E3 < U; : ungebundene (infinite) Bewegung entweder in (—o0, as]
oder in [by, 00)

(v) Uy < Ey < U, : finite Bewegung in [a}, as] oder infinite in (—oo, a]
oder [bs, o0)

(Vi) Upar < Es : infinite Bewegung in (—oo, 00)

Eine analoge Diskussion ist moglich im dreidimensionalen Raum im Falle
eines Zentralkraftproblems (vgl. Kap. 5.1.2)

b) Quantitative Vorbemerkung:

< E=T+U + v(t)= 28— Ul) _mU(x))
dv 2(F —U(x))
a N

Losung der DGI durch "Variablentrennung’:

T d t
i/__i;_:/m
) / 2(E-U(=)) to
= t=%/— / E Uz 7§d:p'+t0:t(:v)

— Umkehrung liefert z(t

— Energiesatz = 1. Integral der BWGI

¢) Mathematische Vorbemerkung zur gewohnlichen DGls:
Siehe dazu [Liic|, Kap.5; [B16], Kap. 3.2, Anhang C.3; [DL], Mathematische
Ergénzungen (CD), Kap. 2 und 6

(i) Hinreichende Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen:
< F=f(a,t)

(explizite) gewohnliche DGI 1. Ordnung
Falls f stetig (partiell) differenzierbar ist, so existiert (fiir jedes Paar
von Anfangswerten (z, %)) eine eindeutige Losung der DGI., d.h.

Ja(t): = f(x(t),t) mit xz(ty) = zo
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(ii) Analoges gilt fiir DGI-Systeme:

i‘l = fl(ZL'l,...,ZL'n,t)
i‘g = fg([L‘l,...,ZEn,t)
Tn = folx1,.oyxp,t)

(iii) Eine DGI n-ter Ordnung kann man auf ein System von DGI’s 1. Ord-
nung zuriickfithren, insbesondere:

&= f(z,0,t) = & = v

= f(z,v,1)

(iv) Systematische Losungsmethoden sind nur fiir spezielle Typen von DGI’s
bekannt (insb. lineare DGI’s mit konstanten Koeffizienten)

d) Beispiel: Bewegung im homogenen Schwerefeld (der Erde):

z
Tm* F = —m’ge,
Mg -~y
g - R2
R, = 9,81 g (Gravitationsbeschleunigung)

m* : schwere Masse des MPs
mit den Werten:

Gravitationskonstante -y = 6,6726-10"1 =

3

kg-s2
Erdbeschleunigung g = 9,81 3
Erdmasse mp = 5,97-10* kg
Radius Erde Rrp = 6,378-10°m

Frage 1: trige und schwere Masse

— empirisch: m = m* (mit Messgenauigkeit 22 = 2= < 1(~10)

— theoretisch: m = m* ist eine Grundannahme der Allgemeinen Relati-
vititstheorie (ein Aspekt des sogenannten Aquivalenzprinzips: ” Gravitati-
onskréfte sind dquivalent zu Tragheitskraften”)
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Frage 2: Wie kommt man vom allg. Gravitationsgesetz zur obigen Kraft
fiir das homogene Schwerefeld der Erde?

Exkurs zu Frage 2:
Ausgangspunkt: Newtons Gravitationsgesetz

mi1me
Fo = —’Vm(m —15) = —Fyo
rip = I — T

(zur Veranschaulichung siehe hierzu Abbildung 2.3)

prijfe . Vl X F21 = VQ X F12 =0

potentielle Energie:

mim
U(I‘l—rg)EUm:Uglz 17

_77
|I'1 — I

(pritfe: ViUyo = —F91 = F19 = =V, Uyo)

Schritte:

— Potentielle Energie des MPs m aufgrund einer diskreten Massenvertei-
lung (my, ..., my)

N
my
U(r) = —ym Z el
i=1

lr — r;|

r o _Oo

v

Abbildung 3.2: Zum Feld einer diskreten Verteilung von MPs
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— Potentielle Energie aufgrund kontinuierlicher Massenverteilung

Am.

v

Abbildung 3.3: Zum Feld einer kontinuierlichen Massenverteilung

i V
N U(I‘) —’}/m/ p( ) d3 /
vt =1

— Annahme: homogene Massenverteilung p(r’') = pg

Zur Auswertung des Integrals in Kugelkoordinaten:

&' = r? dr'sing do’ d¢'

wahle 0.B.d.A. r = (0,0,2)
d?’T,
—U(r) = —ym
(x) 7 po/\/r2+r’2—2rr’cos(9’
= —7Ympo /RE dr/r/Q /7T sin 0/ de/ /27|'
0 0o Vr2+1r?2—=2rr'cos@ Jy

1. Substitution:

xr = cosf ; z(0) =1
dv = —sin@ df' ; x(r) = -1

25

dp

!/
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v

Abbildung 3.4: Geeignetes Koordinatensystem zur Auswertung des Integrals

fie ! 12 ! dSC
U(r) = —27ym / dr'r /
(x) o 0 IRIRVA S e Y

Bemerkung: Zu diesem Zwischenergebnis gelangt man auch direkt
durch die Zerlegung des Volumenelements d3r’ = 2 dr’ d(cos®') d¢’
und der Verwendung der entsprechenden Integrationsgrenzen.

2. Substitution:

y = 41?2z
dy = —2rr" dx
< ! dx 1 v gy
H — —_— —_
V22 =217’z 2rr’ J 21y VY
1 1k
= —— [7’2 + 7% = 27’7“’1’} ’
rr o
1
= —— [\/7“2 + 2 =2, — N2 42 + 27‘7”']
rr
1

rr’

1 r—r'—(r+4r') r>r
- T

T == (r 1) >

2 r>r
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Fallunterscheidung zur weiteren Auswertung:

Falll: r> Rg (dh.r>7')

1 [fe
— U(r) = —47wmp0;/0 % dr’!

— F@)=-VUE) = " =
Definition:

) . . , 1 _ Mg
Gravitationsfeld’ G(r) = —-F(r) v Ee, unabhiingig vom

"Probekorper’
'Gravitationspotential’ ¢(r) = 2U(r) = —yX£ robeROTPEr

T m r

Entwicklung fiir r = Rg + 2’ mit 2’ < Rg (Erdnéhe):

1
— Ul = —ymMg Rg + 2
—= —"}/ . >

/

_fym}é\ZE . (1 _ RZ—E + (RZ—E)2 + )

mMg mMEz'i....

Q

~ TR RS
M
= Up+mgz' + ... (mitQIVm 2E>
Ry
. aUu
— U=U-Uy=mygz; F(,z):—d—ezz—mgeZ
z

— homogenes Schwerefeld

RE r RE‘
Fall2: r< Rp — / dr' = / dr’ + / dr’
0 0 r

r>r r>r
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1 r Rg
— U(r) = —47rfymp0{—/ 7' d'r”—l—/ 7! dr’}
T Jo T
Lo 10 2
= —47T7mp0{§7“ + §(RE —r )}
1 1
= —Admympg [QRE — 67"2]
dr 4 3 M
mit Mg poRE <~ pPo= ER—%
31 1 r?
U(r) = —ymMg| = — =
(r) = —ymMe| o~ 5w
M
F(r) =—-VU(r) = —fym 3Er
Ry
Zusammenfassung:
I r> Rg
U(r) = —ymMpg Ly e

Abbildung 3.5: Potentialverlauf im Inneren und im Auflenbereich der Erde
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T%I' r> RE
F(r) = —ymMpg
R%I‘ r< RE
E
A
Rg r
: >
1/r2

Abbildung 3.6: Verlauf der Erdanziehungskraft auflerhalb und innerhalb der Erde

Zusatzbemerkungen:

(i) ¢(r) = =2 fiir r > R gilt fiir jede isotrope Dichteverteilung (p(r) = p(r)).
Literatur: [DL], Kap. 3.2.4.1
”Das Gravitationspotential /-feld einer isotropen Massenverteilung sieht von
auflen aus wie das eines Massenpunktes der Gesamtmasse M im SP.”

(ii) Analoge Aussagen gelten in der Elektrostatik

(iii) Alternative Rechenmethoden fiithren zum selben Ziel. Stichworte: ” Gaufl’sches
Gesetz”, ”Multipolentwicklung”

Zuriick zur BWGI fiir Bewegung im homogenen Schwerefeld:

Z =,

. dv
Ve =" =9
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Variablentrennung
— dv,

Anwendungen 1

= —g/dt

v,(t) —gt + (4
AB: ’UZ(O) = Vg = Cl
/dz = —g/dt—l—vo/dt
1
— Z(t) = —§gt2 + vot + C2
AB Z(O) = 20 = CQ
insh. =0 2(t) = 29 — % gt? freier Fall aus Ruhelage

Alternativer Losungsweg:

Ausgangspunkt (E — Satz) t(2)

_ i—\/gf [E—U(z')}% dz (ty = 0)

e ) = 5 [ =
mi z) =mgz 2) = —4/— e S
2 ), VE—mg?
[ 2
= —2{\/E—mgz—\/E—mgzo}
mg
— VE—-—mgz = U%gt%—\/E—mgzo
2
E—mgz = ( E—mgzo—ir\/%gt)
E 1 m \2
— z(t):———( E—mgzo+~/—gt)
mg mg 2

ABs : 2(0) = 2z0; v,(0) =0; — E=T+U=T(0)+U(0) =mgz

1
2(t) = 2o — 591&2
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3.1.2 Reibung (F #0)

Phénomenologische Ansétze fiir Bewegung in einem Medium

(i) Stokes’sche (viskose) Reibung Fg=—[(v , (8>0)
— giiltig fiir ’kleine’ v

(ii)) Newton’sche Reibung Fy = —qov , (y>0), (v=|v] >0)
— giiltig fiir "groBere’ v (aber kleiner als Schallgeschwindigkeit)

a) Freier Fall mit Stokes’scher Reibung:

] L 8
. BWGL: % = —g—bv., (b=—)
Vzl = —g—bz
dz
a = Vs
—
{]Z = d;tz = —g — b'Uz
ariablentrennun d z
Variablentrennung / v _ —/dt = —t + konst.
g+bvz

In(g+bv,) = —bt+ konst.
g+ b’UZ = Cleibt

—  u,(t) = —me m — —

B " 7B
AB: UZ(O):UOZ%TH—% — 01:%+g
— v,(t) = (vo + %)eﬁf — %
2.1nngtion z(t) _ —%(UOjL%)e Bt_%Qt ,
AB: 2(0) =2z = —%(vojL%)jLCQ
= z(t):ZO—%t+%<vo+%)<l—e_%>

31
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Diskussion:

Bt
m

(i) Beschleunigung a.(t) = v, = —2 (Uo + %)e_

T om

(ii) Langzeitverhalten:

a.(t) =30 )
v, (t) e —" = —vs = konst. geradlinig — gleichférmige Bewegung
2(t) B2 2+ e J

(iii) Kurzzeitverhalten: (¢ — 0)

o0

b" 1
benut = Y ()t =1 bt S
enutze e n:0< ) oy + 5
2(t) = 2o — Voot + Gl —ZUOO
b 2
~ 2o+ vt — 5(@0 + Uoo)t
fiir vo =0 2(t) = 2z — th

— ungebremster freier Fall fiir ¢ — 0
(iv) Reibungsfreier Grenzfall (5 — 0)
>0 2(t) = 2o — 4

(v) Starke Reibung (5 — o00)
2(t) =29  (keine Bewegung im oo-zdhen Medium)

1
(1—1+M—§§ﬁi“)
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Illustrationen: In den folgenden Diagrammen ist fiir einige typische Pa-
rameter der Zeitverlauf der eindimensionalen Bewegung mit Stokes’scher
Reibung dargestellt. Die roten Kurven geben jeweils den tatséchlichen Be-
wegungsablauf wieder. Die blauen Kurven stellen das unter ii) diskutierte
Langzeitverhalten, die roten Kurven das unter iii) besprochene Kurzzeit-
verhalten dar.

vo=0, f=1: In Abb. 3.7-3.9 sieht man, wie die Bewegung wie beim
freien Fall ohne Reibung beginnt und fiir grofle Zeiten in eine geradlinig-
gleichformige Bewegung mit konstanter Grenzgeschwindigkeit ibergeht. Ins-
besondere nimmt der Betrag der Beschleunigung (Abb. 3.9) exponentiell
von der mittleren Erdbeschleunigung (g=10) bis zum Wert 0 ab.

Abbildung 3.7: Weg-Zeit-Diagramm
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O—
-10 —
- 20
30
- 40
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 1 2 3 4
Abbildung 3.8: Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm
0
-2
s
=
o]
10
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 1 2 3 4

Abbildung 3.9: Beschleunigungs-Zeit-Diagramm
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vg = +20 , = 1: Die Abbildungen 3.10-3.12 illustrieren den Bewegungs-
ablauf fiir den senkrechten Wurf nach oben. Im Gegensatz zum reibungs-
freien Fall ist das Weg-Zeit-Diagramm 3.10 nicht symmetrisch. Da die Rei-
bung stets der Geschwindigkeit entgegen wirkt, ist schon die Aufwiértsbe-
wegung gedampft. Die maximale Hohe ist dementsprechend geringer und
wird friither erreicht als ohne Reibung. Die Geschwindigkeit nimmt expo-
nentiell vom vorgegebenen Startwert ab und geht fiir grofle Zeiten wieder
in eine konstante Grenzgeschwindigkeit tiber (Abb. 3.11). Der Betrag der
Beschleunigung ist fiir t=0 (Abb. 3.12) viel grofler als im reibungsfreien
Fall, weil die Erdbeschleunigung und diejenige aufgrund der Reibung beide
zum Erdmittelpunkt hin gerichtet sind, sich also betragsméflig addieren.
Fiir grole Zeiten geht die Beschleunigung wiederum gegen Null.

130—
120
110—
100—
90—

(L I (L I I (L I (L I I (L I (L |

0 1 2 3 4

t

Abbildung 3.10: Weg-Zeit-Diagramm
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4
t
Abbildung 3.11: Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm
0_
=
o
5
207
=
b
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 1 2 3 4

Abbildung 3.12: Beschleunigungs-Zeit-Diagramm
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vg = —20, B = 1: Die Abbildungen 3.13-3.15 korrespondieren zum ’senk-
rechten Wurf nach unten’. Ohne Reibung hat das Weg-Zeit-Diagramm (Abb.
3.13) die Form einer schwach gekriimmten Parabel. Der Boden (z=0) wird
frith erreicht. Mit Stokes’scher Reibung verlduft die Bewegung fast linear.
Da Reibungskraft und Schwerefeld schon bei t=0 einander entgegen wirken
und die Anfangsgeschwindigkeit betragsméflig grofler ist als die Grenzge-
schwindigkeit, nimmt der Betrag der Geschwindigkeit monoton ab (Abb.
3.14). Der Massenpunkt fillt im Laufe der Zeit immer langsamer! Die Be-
schleunigung (Abb. 3.15) ist stets positiv und geht (natiirlich) auch in die-
sem Fall fiir grofle Zeiten gegen Null.

Abbildung 3.13: Weg-Zeit-Diagramm
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'
=

'
N

'
w

o?||||$||||$||||?||||?||||°

1
2]

Abbildung 3.14: Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm

10—

1
I

|

AR .
Q
S A

Abbildung 3.15: Beschleunigungs-Zeit-Diagramm
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vy = 0, starke Reibung, # = 10: Schliellich wird der Fall starker Reibung
betrachtet (Abb. 3.16-3.18). Der Reibungskoeffizient wurde so grofi gewihlt,
dass fast gar nichts passiert: die (betragsméfig kleine) Grenzgeschwindig-
keit wird schnell erreicht (Abb. 3.16), die Bewegung verlauft de facto unbe-
schleunigt (Abb. 3.18). Der MP wird ein Vielfaches des in den Diagrammen
dargestellten Zeitintervalls benttigen, um am Boden (z=0) anzukommen.

Abbildung 3.16: Weg-Zeit-Diagramm
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o
|

' '
N =

o‘?||||$||||ﬁ’||||?||||

'
N

Abbildung 3.17: Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm

o

oSIIIISFIIIITIIII;TIIIIﬁJIIII

Abbildung 3.18: Beschleunigungs-Zeit-Diagramm
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b) Schiefer Wurf mit Stokes’scher Reibung:

BWGI : m¥ = —mge, — (T
— & = =bi, (b= ﬁ)
m
2 = —g-—0bz, (wie bei a))

x-Komponente:

T =1, ; al%:—bvgC — %:—b/dt

n o
— () = vge™ (v =v(0))
==at) = @0+ L—e™
Diskussion:
(i) t — o0 z(t) — (0) + % = T, Maximale Wurfweite = %

(i) t — 0 x(t) = z(0) + vt — geradlinig-gleichférmige Bewegung

)

) )
(iii) B — 0 — siehe (ii
(iv) f — o0 xz(t) — z(0) , wvy(t) — 0
)

(t) = = +%0(1—e’bt)

—bt

einsetze_ni;’l (1) Z(ﬂf) =z + ,U;’O . ln(l — —(.ﬁL’ — SCQ)) % UOO( - SL’(])
b UG Vg

Abb. 3.19 zeigt einige Bahnkurven z(x) fiir den schrigen Wurf mit dem
optimalen Abwurfwinkel o = 45°. Ohne Reibung (schwarze Kurve) ist die
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Bahnkurve eine Parabel, mit gréfler werdendem Reibungskoeffizienten neh-
men maximale Wurfhohe und -weite ab.

o
[

-

Abbildung 3.19: Bahnkurven fiir den schiefen Wurf mit Stokes’scher Reibung

c) Freier Fall mit Newton’scher Reibung:

BWGI : mi = —mge, — YUV
'l'}Z - Z - —g—C|Uz|Uz (C:l)
m
dv,
/# = —/dt = —t+ konst.
g+ clv,|v,

Auswertung erfordert Fallunterscheidung und die Integrale

arctan (%) 0<z
d 1
/7$:— artanh (5) —|a|<I<0
a?+|zlz  a a
arcoth (%) r < —a

Néheres sieche Ubung 3.3
d) Abschlieende Bemerkungen:

(i) Reibungskrafte sind nicht konservativ, sondern dissipativ (rot Fp # 0)
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(i) Allg. E-Satz: 4E=4(T - U)=Fp-v=—Fpv <0
— mechanische Energie nimmt ab (Umwandlung in Wérme)

(iii) Agp = — JZ) Fr(v(t),t)v(t') dtf' (wegabhingig)

(iv) Statt Potential kann man ”Dissipationsfunktion” angeben
(siche Kap. 4.3.4)

3.2 Oszillatorprobleme I

3.2.1 Motive fiir das Studium des harmonischen Oszilla-
tors

(i) Beschreibt Bewegungen in der Umgebung eines stabilen Gleichgewichts

U(x)

Gleichgewicht
(v=20)

o 4

Abbildung 3.20: Parabel beschreibt Potentialmulde in der Umgebung des Mini-
mums
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Taylorentwicklung von U(z) um x = 0:

dU 1d*U 1d3U
U = U0)+ — e 24— S
(z) \(,.)/Jr dx x:0x+ 2 da? x:()x 6 da? FO:E *
0 0
= a2:c2 + a3:1:3 + ...
au
— F(z) = —— = —2ayx — 3azz* + ...
dz

< 1. Néherung: U(x) < 2%, F(z) o« —x — Hooke’sches Gesetz

Einige Realisierungen:

Mechanik : Feder — und Fadenpendel
klassische Oszil.

Elektrodynamik : Schwingkreis

Molekiilphysik : ‘Vibrationen’ der Kerne gegeneinander
(z.B. 2 — atomiges Molekiil)
M Oszil. ¢ FK — Physik : Gitterschwingungen
Q y gung

Kernphysik : Vibrationen deformierter Kerne

(ii) Kann in KM und QM exakt gelost werden (und ist Grundlage der sog.
'Feldquantisierung’ in der "héheren’ Quantentheorie)

3.2.2 Der gedampfte harmonische Oszillator (1-dim.)

BWGI : mi = —kx + —fpz
N~ ~—~—
Hooke'sches Gesetz 1 T Reibung nach Stokes
1 k
b= —ﬁ; wo = {/— (Eigenfrequenz)
2m m
< i+ 2bi + wiz = 0

— homogene, lineare DGI. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Loésungsansatz : z(t) = eM
— (AN 26A +wi)eM = 0
'charakteristische Gleichung’ : 0 = A? +2bA +wj

— )\1/2 = —b+ bZ—wS
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Fallunterscheidung zur weiteren Auswertung:

Fall 1: wi > b* Schwache Dampfung/Schwingfall

Def. : wp=y/wi-0 e R — A2 = —bEiw;

Allg. Lsg.: z(t) = CreM'+Cye??! (Linearkombination von zwei linear unabhéingi-
gen Losungen)

— 2(t) = e (CLe™t 4 Che™1t)

Grenzfall b=0: w; = wy

x(t) = Cre™t 4 Che ™ot
= Ci(coswpt + isinwgt) + Cy(cos wot — i sin wyt)
= (C1 4 Cy) coswpt + i(C — Cy) sinwyt
= Acoswyt + B sinwyt
= Dsin(wot + 0)

Zusammenhang der Konstanten:

A B e R <= (), =Cf

A = Ci1+0C = C1+Cf =2RCy
B - ’Z(Cl—CQ) - —2% Cl
A = Dsing, B = Dcosy

— D = VA2+B?, tanp = %

b # 0 : reelle Form der allg. Losung

x(t) = De " sin(wyt + )

ABs : z(0)=0 " o o
— 2(t) = e Msinwt > —sinwgt
i(0) = vy w1 o

T, = i—’; > i—” = Ty : Gedampfte Schwingung ist streng periodisch, wobei
Periode grofler ist als im ungedédmpften Fall
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TP LT

o
[PLLTIN I L]

o
a1
=
o
=
ol

Abbildung 3.21: Geddmpfte Schwingung

Fall 2: w? < b? Starke Dampfung/Kriechfall

R > )\1/2:—b:|:\/62—w8<0

Allg. (reelle) Losung: z(t) = CreMt + Cyett!

ABs : z(0) =0
#(0) = v b? — wi

(wobei sinhy = (e — e7V))
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Abbildung 3.22: Starke Dampfung (schwarze Linie) und aperiodischer Grenzfall
(rote Kurve)

Fall 3: wi = b* Aperiodischer Grenzfall
)\1/2 =-b eR

Zum Auffinden einer 2. linear unabhingigen Lsg. betrachte DGI fiir w? = b%:
i+ 2bi + b*x =0

Ansatz : z(t) = R(t)e™
i = (R—bR)e™®
i = (R—2bR+VR)e™
B0 = (R—2bR+ VR + 2bR — 20°R + bR)e "
— R=0 — R(t)=C,+Cyt
allg. Losung : z(t) = (Cp+ Cat)e™
ABs:  a(0)=0
— x(t) = vote™
%(0) = v

Energie des geddmpften harmonischen Oszillators:
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dE d
JZE(TJFU):FR~v:—FR~fb=—2mbi‘2>0

(Néheres siche Ubung 5.1)

3.2.3 Der getriebene harmonische Oszillator - erzwungene
Schwingungen

BWGI : i+ 203 + wir = f(t)

— inhomogene lineare DGI 2. Ordnung mit konstantem Koeffizienten

Allg. Lsg. der inhomogenen DGI = allg. Lsg. der homogenen DGI
+ eine spezielle Lsg. der inhomogenen DGI

fE(O) = xhom(cla 027 t) + xpart(t)

a) Harmonische Anregung

) = fo',  (foeR)
Wenn 2(t) = z(t) +wy(t)
und P+ 202+ wiz = foet
= & o+ 203+ wiz = fycos(wt)
Ansatz : Zpart (1) = Ce™!

— C(—w? 4 2ibw + wi) — fo] et =0
Jo
D)

O —
7 wi — w? + 2ibw

= fox(w)

X(w): 7 (dynamische) Suszeptibilitéit”, beschreibt die Antwort des Systems
auf die Storung

Umschreibung der Losung:

X(w) = |xW)le ™ = A(w)e ™
o ull) = AW e = Alw) o
xpm“t(t> = éRchw*t(t)
= A(w) focos(wt — @)
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NR - B 1 L wi—w? = 2ibw
' X= W — w2+ 2ibw (Wi — w?)? + 4b2w?
NE (w2 — w?)? + 4b°w? 1
X = 2 = 2 2)2 2,2
[(w% —w2)? 4 452002} (wh — w?)? + 4b%w
i I 2b
tang — sm¢__mx_ 2w

cos¢p  Reyxy wi-—w?

N

— Aw) = [(wg —whH? + 4b2w2] )

2bw

wi — w?

Diskussion:

(i) Endgiiltige Losung z(t) = @pom(C1, Ca,t) + pare(t) (zu vorgegebenen
ABs) i.a. kompliziert

(i) =(t) grofe ! Tpart(t) (falls b # 0) —  Oszillator folgt (nach einem
gef. komplizierten Einschwingvorgang) der harmonischen Anregung
mit Phasenverschiebung ¢

(iii) b = 0: ungedampfter Oszillator

Aw) = [Wf=e] . olw) =0
(t) = Dcos(wot +0)+ A(w) fo coswt
)

)

8

ABs : z(0) = #(0)=0 — D=-Aw)fo; 6=0
(t) = A(w)fo(coswt — coswyt)

Spezialfal:  wy=w+ Aw; 0<Adw<Kw

—

=

Fiir Awt < 1:
coswt — coswot = coswt — cos(w + Aw)t
= coswt — coswt cos Awt + sinwt sin Awt
~ (Awt)sinwt
1 1 1
Alw) = = ~

(W+Aw)? —w?  2wAW+Aw? "~ 2wAw

AwtL1
— x(t) " éf—otsin wt Amplitude wéchst linear an — Resonanz
w
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Resonanzkatastrophe: A(w) 29

(iv) Kurvendiskussion fiir A(w) (fiir b # 0)

1
Alw) =
V(W2 — w?)? + 4b2w?2
1
Aw=0) = —
w=0 - %
Aw) 22 L~ Lo
V(wt + 4b%w? w?
dA
Extrema? — =0 <= ww-w'—20*]=0
dw
— (w1 =0); wy=1/wi—20 =wp — Maximum
Alwn) = ——
- _ @@
B b2 — 2
5_
4—
3]
5]
1—
e s e B B B B B B B B B B B B B B B B
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

w

o1

Abbildung 3.25: Amplitudenfunktion A(w) fiir verschieden starke Dampfungen
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(v) Phasenfunktion ¢(w)

p(w) = arctan(wgb“;2> )
¢(0) =0
0<op<m
Pplw=wo) =3
¢(w) P J

— Osgzillator lduft Anregung hinterher (x4, o cos(wt — ¢))

w

IIIII111IIII

N

IIIIILFIIII

~L1-'IIIIH

o
L L]

rrrrrrrrrrrrrrrr1r1r1r1rr1rrTrTT T T T T
0,5 1 1,5 2 2,5 3

w

o

Abbildung 3.26: Phasenfunktion ¢(w) fiir verschieden starke Démpfungen

b) Allgemeine periodische Anregung (F'(t +T) = F(t))
Superpositionsprinzip: Seien z,(t) Partikuldrlosungen der DGI
By 4 202, +wit, = fo(t) (n=1,..,N)

und
N N

Et)=) ful) = z()=) z(t)

n=1 n=1
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16st die DGI & + 2bi 4+ wiz = F(t)

Insbesondere, falls:

F(t) = Y falt) =Y fs" cos(wnt)

N
= Tpe(t) = Z A(wn)fén) cos(wpt — @n)
n=1

_1
Alwn) = [(@f —wd)?+a0%2]
‘ 2bw,,
any, =
R P

Allgemeinere Aussage: Eine ”hinreichend-gutartige” periodische Funk-
tion F(t+ T) = F(t) kann als Fourier-Reihe dargestellt werden:

F(t) — icneinwt

1 to+T )
— Chn = —/ F(t)e ™" dt
T Ji,

Bemerkungen:

(i) Was bedeutet unendliche Summe?

n=N
i N—o00
Konvergenz : g cpe™t S F(t)
n=—N

Welche Art von Konvergenz wird gefordert? «— Anforderungen an
F(t)

Mogliche Konvergenzbegriffe:
a) Konvergenz im quadr. Mittel
to+T
[ h-Fopa =3 o
to
ist gegeben, falls F'(t) (Riemann-) integrierbar ist.
b) Punktweise Konvergenz

VteR und e¢>0 3IN=N(te): |fu(t)-F(t)|<e VYn>N
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c¢) GleichméBige Konvergenz

Anwendungen 1

VteR und ¢>0 IN=N(e): |fult)-F(t)|<e Vn>N

ist gegeben, falls F(t) stiickweise stetig differenzierbar

Beachte: aus c) folgt b) folgt a), aber Umkehrung gilt nicht!
—> gleichméfige Konvergenz ist am schéarfsten

Den Fourier-Reihen ist die Konvergenz im quadr. Mittel aber i.a.

besser angepasst. (siche hierzu [For], Kap. 23)

(ii) Es existieren alternative Entwicklungen nach ”vollstandigen Funkti-

onssystemen” F(t) = > a,g,(t), wobei {g,}
* Legendre-Polynome
* Bessel-Funktionen

—  spezielle Funktionen der (mathematischen) Physik

(iii) Beispiel: Zug von Rechteckpulsen

A
iB
A
<
T

A

Abbildung 3.27: Zug von Rechteckpulsen

Fourier-Koeflizienten:

Cn = ?/ F(t)e ™" dt

beachte : g = —
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T <
0, 4
o] ©
<
=
] <
0, 1E
] <><><> o
— ST <o oo
OE < < <><> <><> <><><><><> <><><><><> < S PN
- o <
-0, + Co
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40
Abbildung 3.28: Fourierkoeffizienten c,,
B X sin T
— F(t . T inwt
M = — > —Fe
n=-—oo
T = 2 nmwT
= B{—+ —sin(—) cos(nwt }
T Z nmw T ( )
n=1
\ ) /) ) [
e A ‘ ) A 4
=
0.
2 Wi f |
= v w Y w‘ w W \w‘“vé V ‘w‘ M %5 Ay
-0, 2__ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2
t

Abbildung 3.29: Partialsummen der Fourierreihe von F(t) fiir n,,,, = 1 (magen-
ta), 3 (rot), 5 (griin), 20 (blau)
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—  reelle Losung der Oszillatorgleichung fiir diese Anregung:

Tpart(t) = TB—J(Q) + B Zl AH(M)E sin (n_;r;’) cos(nwt — ©,,)
2 1
A, = [(wg — (nw)z) + 4bz(nw)2] ’
tany = 72271&2 5
wi — nw

o
o
$

o

i=]
o
o

LI LTl

o
-
N
w
N
o1

Abbildung 3.30: Partikulérlosungen ,q¢(t) fiit npe = 1 (magenta), 3 (rot), 5
(griin), 20 (blau)
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c¢) Nicht-periodische Anregung: Fourier-Integrale

Heuristische Argumente zur Konstruktion des Fourier-Integrals:

F(t)
A
A
VB >
-~ t
£:(t)
A
A=T-1
PR R

Abbildung 3.31: Einzelner Rechteckpuls und Zug von Rechteckpulsen

Der Rechteckpuls F'(t) geht aus dem Pulszug hervor, indem alle Pulse - bis
auf den zentralen - ins Unendliche geschoben werden:

= F() = Jim fr(t) = Jim fr()

T=konst.

fT(t> _ Z Cneinwt

o 1 2 f (t) —inwt
c, = T . T €
2
Umschreibung;:

W, = nw

2 2w
Aw, = w,—wWh1=w=— <— T=
W w Wn—1 w T Aujn
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1 ~  dwnt __ ]' - ~  _fwnt
— fT<t> = T;Cne = % Z Cp€ Awn

—00 Wy — 1 RO .
Tooe Ben=0 0 2 [ )t du = F(t)
21 J_ o
T [o.¢]
N ghmicy Fte ™ dt = F(w)
oz e

— Fourier-Transformations-Paar F(t) «—— F(w)

1 [ - ,
F(t) = o F(w)e™" dw
Flw) = / F(t)e ™" dt

Hinreichende (Dirichlet) Bedingungen fiir die Existenz der Fourier-Trans-
formation (FT) der Funktion F(t)

(i) F(t) stiickweise stetig und differenzierbar
(il) [T |F(t)] dt < oo

Bemerkungen:

(i) Bedingungen sind nicht notwendig

(ii) Alternative Formulierung

1 ® z iwt = .
Ft) = E/_wp(w)e d (F(w)— m)
= 1 > —iwt

(iii) Erweiterung auf hohere Dimensionen

F(r) = (271T)3 / F(k)e™ @k

F(k) = / F(r)e ™ g%

(iv) Einige Eigenschaften von FT-Paaren sind in Anhang A.2 zusammen-
gestellt



3.2 Oszillatorprobleme [ 59

Beispiele:
(i) Rechteckimpuls (siche Abbildung 3.31)

/ |F(t)| dt = B/2 dt = Bt < oo (Dirichlet — Bedingung erfiillt)

Flw) = / F(t)e ™ dt = B / T it gy

— T
o0 2

17
0.8
0.6
0.&
0.2
0. 5]
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
-40 -20 0 20 40

onmega

Abbildung 3.32: Frequenzspektrum F'(w) des Rechteckpulses

(ii) F(t) = d(t) (zur o-Funktion siche Anhang A.1)

N /_Ooé(t)ei‘“t dt

— e—sz =1

FT —Paar  §(t) «— 1
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Umkehrung: Niitzliche Integraldarstellung der d-Funktion

T[>,
5(t):%/ et dt

—00

(iii) F(t) =1

- | 1rora —
Dirichlet-Bedingung verletzt, aber F'T exi-
stiert:

1
>t Flw) = / e~ dt

. —00

T=— ]

— _ / W o
0

= / e dr = 2w (w)

— 00

FT — Paar 1 «— 27§(w)

(iv) F(t) = ot ) )
/ |F(t)|dt:/ at ¥

A —A
Dirichlet-Bedingung verletzt, aber F'T' existiert:

= F(w)= /ei(wo_“)t dt = 276(w — wp)

(v) Beliebige periodische Funktion

F(t) = i ¢, et

n=—oo
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Anwendung auf komplexe Oszillatorgleichung;:

1 [ ,
E4 202 +wiz = F(t) / F(w)e™ dw

Ansatz:
1 ~ w
) = 5= [ Z()e do
1 = d2 d 2\ iwt 1 = wt
= %/OOZ(w)(ﬁ+2b%+wo>e dw—%/mF(w)e dw

= /OO [(—w2 + 2ibw + wi) Z (w) — F(w)}em dw =10
— [(—w2 + 2ibw + W) Z(w) — F(wﬂ —0

= W)= w? —igwﬁ 2ibw (@hx(w)

(wobei x(w) die in 3.2.3 eingefithrte dynamische Suszeptibilitéit ist)

1 &0 F .
zpart (t) / (w) ezwt dw

T o o WE — w? + 2ibw

reelle Losung (falls F(w) e R) = Zpert(t) = R 2pare(t)

Zusammenfassung (FT-Methode):
Rezept:

(i) Berechne zu geg. Inhomogenitéit F(t) die Fourier-Trafo F'(w)
(ii) Berechne z,4,+(t) als Fourierintegral (inverse Fourier-Trafo zu F/(w)x(w))

Voraussetzungen der Methode:

(i) F(t) ist als Fourierintegral darstellbar

(ii) Partikuldrlosung bekannt fiir harmonische Anregung

(iii) Superpositionsprinzip (lineare DGI)
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d) Allgemeine Anregung: Methode der Green’schen Funktionen

(Erarbeitet von Jan Metje)
Zur Diskussion steht:
&+ 2bi + wir = F(t)
Aus der Vorlesung ist die partikuldre Losung fiir eine harmonische Anregung
bekannt. Betrachte jetzt beliebiges F'(¢)
Es gilt:

F(t) = /_ TS — R d

oo

(Zur 0-Funktion siehe Anhang A.1)

< G(t) + 2bG(t) + w2G(t) = %5(75)

G(t) ist definiert als eine Losung dieser DGI. Das genauere Aussehen wird
spater untersucht.

Ansatz : Tpart(t) = / G@t—t"F(t") dt’
Zur Uberpriifung betrachte Ableitungen:

Tpare(t) = / h Gt —t)F(t') dt’

[e.e]

bt) = [ Ge—O)F@) a

[e.e]

Einsetzen in DGI liefert:

Epart + 20 part + Wipare = / (Gt =)+ 26G(1) + 3G ) () at

—00

%/w St —tF(t') dt
= —F()

Ansatz ist korrekt, da DGI erfiillt wird. Weiterhin gibt es zunéchst keine
Aussage iiber die Gestalt von G. Der Zusammenhang erlaubt partikulére
Losung fiir beliebiges F' bei Kenntnis von G(t) = Green’sche Funktion.

Vgl. direkte Methode:
Fiir jedes F'(t) muss part. Lsg. zpq¢(t) gesondert bestimmt werden
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Zur Gestalt von G:

betrachte: Einheitskraftstofl bei t = 0
Resultat: t < 0 Oszillator in Ruhe
t = 0 Kraftwirkung
t > 0 harmonisch geddmpfter Oszillator

Alle anderen Fille (z.B. Einheitsstof am schwingenden Oszillator) sind
durch Superposition zu erhalten

Was gilt demzufolge fiir G(¢)?

t<0 G@it)=G (t)=0, (keine Schwingung)
G(t)~ ist eine spezielle Losung der DGI fiir ¢t < 0

t>0  G(t):=GH ()

Auch fiir diesen Zeitraum ist G(t) Losung der Oszillator-DGl. G () ist
aber nicht mehr unter allen speziellen Losungen frei wéhlbar, da G (t) die
ABs erfiillen muss, die der Kraftstof§ hervorgerufen hat.

Vgl. Kausalitétsprinzip: keine Wirkung frither als Ursache

Zur Gewinnung von G betrachte Integration der DGI fiir G(¢) iiber [—7, 7]
und Grenzwert fiir 7 — 0

T

tim {&(r) = G(=7) + 26(G(7) = G(=7)) } + i lim L cwar -

GT(0) +20GH(0) + W2lim | GT(t)dt =

TOO

3= 3=

G(t) soll stetig sein (Teilchenbahnen sind immer stetig)

= G"(0)=0
— Integral verschwindet

Es bleibt: .
GT(0) = —
=

Damit haben wir zwei ABs fiir homogene DGIs erhalten.

Allgemeine Lsg.:

0 t<O0
= G(t) =
CreMt + Oyest t>0
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Einsetzen der ABs:
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0 = Cl+02 == —01202

1

e Cl)\l + CQ)\Q

m

- Cl()\l - )\2)
— C, = L ;o Oy = L
L m()\l — )\2) ’ 2T m()\1 — )\2)

0 t<0

= G(t) =
m()\11—>\2) <6>\1t o eAQt) t=0

stetig in ¢ = 0 und differenzierbar (Ableitung ist nicht stetig).

Bestimmung der partikuldren Losung @pq,+(t)

t

GT(t—=t)F(t') dt’

[e.9]

) = [

Substitution t/ =t — ¢

Lpart(t) = / GV (t — 1) di”

G(t —t)F(t) dt' = /

o0 —0o0

Anwendung fiir harmonisches F'(t):

F<t) = fCOS<Wt) = (ei‘“t + efiwt>

N |~

Einsetzen in x,.(t) liefert:

f /OO (eAlt/ _ eAgt’) (ez‘w(t—t/) _ e—iw(t—t’)) dt’
2m()\1 — )\2) 0

f

ez’wt/ (e(’\l’i‘“)t' B 6(,\27iw)y> dat’
) [ 0

2m()\1

Tpart(t)

4 efz‘wt /Oo e()\1+z’w)t’ . 6()\2+iw)t' dt/]
0

f jwt 1 ( . A —i
— w 1 M—tw)a 1)
2m()\1 - )\2) ¢ )\1 —w aLrgoe
1 : (A2—iw)a —iwt : (M +iw)a
— . (hme2 —1) + e - (hme1 —1)
Ay — iw \a—oo A+ iw \ a—oo
— ( lim e(2tiwle _ 1)
A9 + tw \ a—oo
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da R A; und R Ay negativ sind, existieren die Grenzwerte

SN T (t) o f eiwt( ]‘ - 1 ) 4 efiwt( 1 o 1 >
part n 2m(/\1 — )\2) )\2 — W )\1 — W )\2 + w )\1 + w

= f piwt A= Ao 4 et AL — Ay
_ i eiwt N efiwt
N 2m )\1)\2 —w2 —iw(/\l +)\2) )\1)\2 —w2+iw()\1+)\2)
mit 21 = Mg —w? —iw(A + o)
2o = )\1)\2 — w + ZCL)()\l + )\2)
f zr eiwt Z;e_Mt
) =
s $part( ) 2m | T2 + BB
beachte : A = —b+ /0? — Wi Mg = w? e R
—
Ay = —b— /b? — W} A+ A =—-2b e R
= m=z=z, |luf=|n*=]?
1 . .
= Tpart(t) = m|fz\2 : §<Z€Mt + Z*G_Wt)
= {OP (9% zcoswt—%zsinwt)
ml|z
= Dcos(wt — )
wobei D = i L
m \/()\1)\2 —w?2)2 4 (WA + wA)?
_ 1
m \/(wg — w?)2 + 4b2w?
tangp _ _w()\1 + )\2) . 2bw

=73
AMAy — w? wi — w?

—> Dasselbe Resultat wie bei der direkten Losung in Kapitel 3.2.3 a)
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Zusammenfassung:

Voraussetzungen der Methode:

(i) F(t) ist als 'Faltungsintegral’ darstellbar:

F(t) = /Oo F(h)o(t —t') dt’

[e o]

(ii) Partikuldrlosung der DGI bekannt fiir §-Anregung
(= Green’sche Fkt. G(t))

(i) @pare(t) = [T Gt —)F(¥') dt’
Rezept: (fiir beliebige lineare DGI)

(i) Bestimme G(t) (siehe Voraussetzung (ii))
(i) berechne w,q+(t) (geméaf (iii))

Kombination der Fourier- und Green’s-Funktions-Methoden

.. . 1
< G + 220G + wiG = Eé(t)
1 )
Fourier — Ansatz : G(t) = Q—/G(w)e“’t dw
T
1 )
benutze it) = o e dw
d2 d 2 wt 1 wt
— /[G(w){ﬁJrQbaero}e - e ]dw—O
17 .
2 . 2 |yt —
= /[( w +22bw+w0>G(w) m]e dw
= mG) = o =)
e —wg—wz—i—Qibw_Xw

FT der Green’schen Funktion = dyn. Suszeptibilitat
Rezept:

(i) Berechne G(t) = &= [ WL dw

2m 2 —w?+2ibw
(Mathematische Hilfsmittel: Residuensatz der Funktionentheorie)
(i) Zpae(t) = [T Gt —t)F(t') dt’  (wie zuvor)
Diese Technik ist verallgemeinerbar auf andere DGIs und ist ein beliebtes
Verfahren in der Elektrodynamik und Quantenmechanik.



Kapitel 4

Hamilton’sches Prinzip und
Lagrange’sche Mechanik

Griinde fiir diese Formulierung der KM
Praxis: vorteilhaft fiir Bewegungsprobleme mit (geometrischen) Einschrankungen
(Zwangsbedingungen)

Theorie: Einfiihrung eines iibergeordneten ” Wirkungsprinzips”

4.1 Das Hamilton’sche Prinzip der stationiren
Wirkung (1823)

Die Bewegung eines (konservativen) mechanischen Systems von einer gegebe-
nen Anfangs- zu einer gegebenen Endkonfiguration zwischen den Zeitpunkten
t; und t, verlduft so, dass das Integral

S:/tQ(T—U—V) dt

t1

stationdr ist (65 = 0).

Bemerkungen:

(i) L =T — U —V "Lagrange Funktion” (Dimension einer Energie)
(ii) S: Wirkung (Energie x Zeit) (engl. 'action’)

(iii) Stationaritdit der Wirkung (65 = 0) £ in 1. Ndherung #ndert sich der Wert
von S nicht bei ’kleinen’ Variationen der durchlaufenen Bahn
(Analogie: f'(zy) = 0 £ in 1. Nitherung éndert sich der Wert von f(z) nicht
in der Umgebung von )

67
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0S5 = 0 ist notwendige Bedingung fiir Extremum von S. I.d.R. folgt aus
0S = 0 ein Minimum (”Prinzip der kleinsten Wirkung”), d.h. bzgl. der
tatséchliche durchlaufenen Bahn ist S (i.d.R.) minimal

r, =r(t)

r, =r(t)

Abbildung 4.1: Hlustration zum Hamilton’schen Prinzip

(iv) Hamilton-Prinzip (HP) ist ein ”6konomisches” Prinzip
Historische + philosophische Andeutungen: [Lin|, [Som] § 33 + 37

(v) HP ist Integralprinzip
(vi) HP ist fundamentales Ordnungsprinzip der modernen Physik

(vii) Zu gegebener Lagrange-Funktion sowie Anfangs- und Endkonfiguration kann
die tatséchliche Bewegung eines mechanischen Systems aus dem HP be-
stimmt werden

4.1.1 Grundziige der Variationsrechnung

Gegeben: f(z,x,t) (2 mal stetig partiell differenzierbar)

Gesucht: 2 mal stetig differenzierbare Kurve x(t) mit z(¢;) = z; und x(t2) = xa:

to
I:/ flx,2,t) dt extremal
t1
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— Notwendige Bedingung: ”Euler-Lagrange”-Gleichung;:

Beweis: Sei x(t) die gesuchte Kurve
Variationsansatz: x,(t) = x(t) + €g0(t) mit p(t1) = p(t2) =0

— T,(t) = @(t) + ep(t)
< / f@y, @0, t
I(e) sei extremal fir e =0 = 4| _ =0
dI d [*
>V = 5 v 'U7t dt
- de de J, f (@, &0,1)

to a )
= / %f(xv,xv,t)dt

t1

_ /t2 <8f 0, N af 6:1'%) i
t

ox, Os 0%, Oe
2 0f af .
- /t (G #)+ 55, #l0)

fon - " of Of [ d of
part. Integration : = /tl 5o o) dt + o (1) T- /t1 a4 <as&v)w(t) "
boof  dof
t1 v v
d_[ to af d af
- d_€ e=0 = 0= /t; (% o E%) @(t) dt

of dof
— or  dtdi

Elementares Beispiel:

kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten

Bogenlinge S = fttf V1+a? dt

—  f(x,2,t) =Vv1+i? = f(&)
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O o O eap 4 E )
or ' 0 1+ 32 dt\\/1+ 2/
T
— mzkanst.:C’l

I

o2
< =y 17102 = (Y x(t) = Cot + Cs (Geradengleichung)
— Ui
Bemerkungen zur Variationsrechnung:
(i) I = [ f(z.@,t) dt = I[z] ”Funktional” (Funktion — Zahl)

(ii) Funktionalableitung 2L definierbar

(iii) Man findet dann g—i = % — %% fiir I = ff dt

Definiere ’totale Variation’ von I
5T — 5/f(:c,j:,t)

= of  dof

— 0] = 0 << E-L-GL

(erklart symbolische Notation des Hamilton’schen Prinzips 45 = 0)

4.1.2 HP fiir den einfachsten Fall

< 1 MP in eindimensionaler Welt

_p_pg="2 — b __
L=T U—2:1: U(x) = L(z,2); F(x)= o
t2
HP : 5/ L(z,&) dt =0
t1
— doL oL =0 Lagrange-Gl. 2. Art
dt 0  Ox
Auswertung:
oL _ .. doL_
o 7 dtod !
oL au

or dv (z)
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— mi=F(x) <= Lgll <= HP

4.2 Zwangsbedingungen und generalisierte Ko-
ordinaten

4.2.1 Vorbereitungen fiir einen MP
a) Beispiele fiir Zwangsbedingungen (ZBs)

(i) (Reibungsfreie) Bewegung auf der schiefen Ebene

Z ZB: z = (—tana)x + h
(y ist beliebig)

— System hat zwei Freiheitsgrade (FGs)

a
>X

(ii) Bewegung auf Kugeloberfldche

Z
A

y
’ ZB: 2 +y* + 2* = R?
R
»X
\j — zwei FGs

(iii) Bewegung auf Kreisrand mit Radius r* = R? — 2}

z

4 ZBs: 22 +9y? + 22 = R?
z=2z < R
— ein FG

Spezialfall: zo = R
kein FG (keine Bewegung)
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(iv) Ebenes mathematisches Pendel

ZBs: 2 =0

| = /2% + y? = konst.

y
1 . x

| : e
Rp\m entspricht Beispiel (iii)

ZBs in Bsp. (i) - (iv) werden charakterisiert durch Gleichung der Form
fx,y,2) =0

— "holonom — skleronome” ZBs

! !
(ganz, vollstandig) (starr)

(v) Perle auf rotierendem Draht

y ZBs: y = tan(wt)x
z2=0

¢ = ot — 1 FG
> X

Variante: Perle auf Wippe
ZB charakterisiert durch Gleichung der Form f(z,y,z,t) = 0 (holo-
nom - rheonom (=fliefend))

(vi) In Kugel eingesperrter MP

V4

A
K\ ZB: 2> +9y*+ 22 <R

Variante:

22 +y* + 2% > R?
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— nicht-holonome ZBs (charakterisiert durch Ungleichungen)
— reduzieren Zahl der FGs nicht

(vii) In der Ebene rollendes Rad

dy

Auflagepkt. 7B : i tan (x4, ya)
SN I F?f‘,’y’*) & dy = tanp(ra,ya) do
A v

S = v, = tany(Ta,ya) vy

S . — differentielle ZB (nicht-holonom)
XA — Zahl der FGs wird nicht reduziert

b) Generalisierte Koordinaten und Lagrange-Gleichungen

— Einfachste Situation:
hol. ZB f(x,y, z) = 0 lasse sich auflésen in z = g(z,y)

B L('CL‘7 y7 Z?'jj? y’ 'Z" t) = L('Z.7 y?g(x7 y)?‘/‘b7 y?g(m7 y)7t>
= LI('r? y7 ':'C7 y? t)

Siehe Bsp. (i): Schiefe Ebene im homogenen Schwerefeld
ZBs: z=h—xztana , y =0 (ignorabel)

Lagrange Fkt.: L=T-U = m(:1'62 + 9% 4+ 3?) — mgz

2
ZB einsetzen : = %(:162 + #*tan® a) — mg(h — rtan )
= L(z, %)
d oL 0L
HP 4o 9
7 dtoi  on
Auswertung:
oL _ 5 d oL mi 0L
= ma(1 + tan® a) = = mgtan o

" dt O cos?a’ Ox

i

BWGI . 2
= mx —mgtanacos” a = ()

— T = gsin o cos a
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Lsg. : x(t) = g(sin acos a)t? + Cit + Cy
2(t) = h— %(sin2 a)t? — (C1t + Co) tana  (bestimmt aus ZB)
(Aquivalenz zu Newton bleibt zu zeigen)

Siehe Bsp. (iv): Ebenes math. Pendel im homogenen Schwerefeld

ZB: z =0 (ignorabel)

: = Py

U = mgy

L=T-U = 2+ —mgy

2
_ myrr -y
2 ( 1?2 —y? ) i
my PP
= 2lp=p)
— komplizierte Lagrange — Gleichung

Wie geht es leichter? — in Polarkoordinaten!

r = a2+ y?=1=konst. (ignorabel)

x
tanp = ——
)
< 1 = rsinyp Yy = —Trcosy
= lIsing = —lcosp
= mgy = —mglcosyp
T = lpcosyp, y = lsingp

— L = %l2¢2+mglcosgp = L(p)

Auswertung:
oL _ doL _ . 0L »
- = m —_—— = 1m —_— = —m S1n
Lg. Gl

ml*p + mglsing = 0

G+wising =0, w= 7
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— kleine Auslenkungen: sinp =~ ¢
— pt+wip=0 = p(t)=asin(wt - p)

— groBere Auslenkungen:
Niherungsverfahren: siche [Kuy], Kap. 2.4.3; (fiir sinp &~ ¢ — $¢%)
Vollsténdige Diskussion (mittels ellipt. Integrale) siehe [Gre] I, Kap.
24; [DL], Kap. 4.2.1

Bemerkungen:

— Es existiert kein universelles Rezept fiir das Auffinden geeigneter (ge-
neralisierter) Koordinaten

— "Natiirliche’ Methode (falls moglich): Transformation auf (krummlini-
ge) Koordinaten, die der Geometrie des Systems (der ZBs) besonders
gut angepasst sind

— Gegebenenfalls fiihrt das auf eine BWGI bzgl. nicht-inertialer Bezugs-
systeme

4.2.2 N-Teilchen Systeme

Zweckméaflige Nomenklatur:

ry ro ry
T1 Y1 24 T2 Y2 22 IN YN AN
Ll Ll LN
Ty Ty T3 Ty Ty T T3N-2 T3N-1 L3N
my Mo mn
SN s LN SN
myp = Mmg = M3 my =My = Mg M3N—2 = M3N-1 = M3N
liefert z.B. : (T imiVZ limﬁ)
i=1 2" 2 i=1 o

k unabhéngige holonome ZBs reduzieren die Zahl der FGs von 3N auf 3N — k
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a) Klassifikation von Zwangsbedingungen
(i) k holonom-skleronome ZBs

fi(xlv"'nx?)N):O; 221,716

(ii) { holonom-rheonome ZBs

fj(xl,...,,ng,t):O; jzl,,l
(iii) m differentielle ZBs

3N
Zaijdle—FCLit dt:O, ’i:l,...,m

j=1

(Bsp.: rollendes Rad: tan (x4, y4) dz — dy =0

— ap = tang(zg,Yo)
a;pa = —1
a1y = 0 )
=0 nicht holonom — skleronom
Unterscheide : it
# 0 nicht holonom — rheonom

< totales Differential der holonom-skleronomen ZB f(z1,...,z35) =0

3N 8f
df(l‘l, ...,l‘gN) = — dz;
; 8.’17j /
= Vf.dr (wobei V = (04, ..., Opay )

— gewinne f durch (Kurven-) Integration

f(x,...,x3n) = /df = /Vf - dr (wegunabhéngig)

&° A
<= "Integrabilitatsbedingungen” D 8f$l - 826161;3‘

(sind erfiillt, falls f 2 mal stetig diff.bar (Satz von Schwarz))

3N
—  k differentielle ZBs Z a;j dv; + ay dt  sind holonom
j=1
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falls 8(12‘]' _ 8&2‘1 ’ 6&17 _ 0(1@-15
ox; Ox; o0xy Ox;

Beweis: fiir hol. ZB f;(x1, ..., x3n,t) = 0 gilt

ofi Ofi
df; = dz; dt =
f jz 81‘]‘ i + ot 0
3N
: 0fi of;
= a;; dr; +ay dt mit a; = =—, a3 =
f erfiillt Integrabilitdtsbedingungen:
*fi Pfi Ffi Pfi
Ox;0r,  Oxdx; = Ox;0t  Otdx;
I | I I
86%1 Oaij aait 8a,~j
= = e.d.
0 oz ' O, ot e

b) Generalisierte Koordinaten und der Konfigurationsraum
Ziel: Beschreibung des Teilchensystems mittels geeigneter Koordinaten
Punkt-Transformation (z1, ..., z3ny) <— (q1, ..., G3n)

kartesische Koordinaten x; = z;(qq, ..., gsn,t) i=1,...,3N
generalisierte Koordinaten ¢, = ¢,(z1, ..., z35,t) p=1,...,3N

Annahme: existieren k unabhéngige, holonome ZBs
fj(ﬂ?l, ...,.T}3N,t) =0 (bZW fj<QI7 ..., 43N, f}) = O), ] = 1, ceey k
Wihle:
BN—kt1 = fi(T1, .., 13N, ) = 0
ko = folxy, ..., x3n,8) =0
q3]?; k2 = folm ) (ignorable Koordinaten)
gsNy = fk(xl, ...y L3N, t) =0

—> es bleiben 3N — k unabhéngige, generalisierte Koordinaten, die das
System vollstdndig beschreiben

g = (q1,.-,3v_x): "Konfiguration(—svektor)”
= Punkt im (3N — k)—dim. Konfigurationsraum
— r; = xi(q1, ., @3Nk, 1)
. d
— T = aﬂ(éh, ooy @3Nk t)
B iy or; . 0x;
- ; g, ¥ i

= 4(q,q,1), 1=1,...,3N
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" qu: generalisierte Geschwindigkeit”

— L=1L(q,q,1)

Beispiel: ebenes Doppelpendel (N = 2)

Zp Ay kartesische Koordinaten (x1, ..., z¢)
L ¥ ZB:xz3=2 = 0
9 M Iy = /a2 + 22 — 47Bs
A g ly = /(x4 — 21)% + (25 — 22)2
:iB/ y — 2 FGs

Generalisierte Koordinaten:

q1 = ¥1
charakterisieren Bewegung im 2 — dim. Konfigurationsraum
2 = 2
G3=x3=0, g =126 =0
=L —2i+23=0 ignorabel
g5 =1l — /(x4 — 1) + (x5 — 22)> =0
18
L = T — U = 5 Zlmll'? — g(mgxg + m5x5)
Kotrafos:
1 = lisingp; =lysing
Ty = —lycosp; = —ljcosq
T3 = 0
ry = lising + lpsings
rs = —lycosqr —lycosqo
Tg — 0

allg. Form : r, = zi(q,q2), 1=1,..,6
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Ty = lLigicosq

Ty = lLigising

T3 = 0

Ty = [1Gy cosqy + laqa cos qa
Ts = 1G1sing; + laGasin gy
e = 0

allg Form : 'TZ = ji(Qlaq%éIla(_b) ) 1= 17 76
Mit der konventionellen Nomenklatur fiir die Massen:

(m1,m27m3) — ma (m4,m5,m6) — M2

ma
2
.. . 2
+ (51(]1 sin q; + la¢o sin Q2) } + magly cos qi + mag (11 cos q1 + Iy cos Q2)

m
— L = 71 lfq'f ( cos? ¢y + sin? ql) + [(llql cos q1 + lago cos q2)2

2

e i el 1/ 72 13G3 + malaliGiga ( cos g1 cos ga + sin gy sin o)

= 9 lf‘h 9
+ (mq + ma)gly cos ¢ + magls cos go
w l % 1365 + malaligige cos(qr — gz)
+ (mq + ma)gly cos ¢ + magls cos go

= L(QhQQth%)

Tat +

4.3 Die Lagrange-Gleichungen 2. Art

Betrachte nun den allgemeineren Fall von N Massenpunkten und £ holonomen
Zwangsbedingungen

Wiederholung: Hamilton’sches Prinzip

Die Bewegung eines (konservativen) mechanischen Systems (mit 3N-k FGs) von
einer gegebenen Anfangskonfiguration q(¢;) zu einer Endkonfiguration q(ts) zwi-
schen t; und t, verlauft derart, dass

to
59 — 5/ L(q,&,1) dt =0
t

1

wobei L = T-U-V

U+V = W(:El, ey 1‘3]\/) mi:x_i(?’t) W(q7 t)
T =T(iy, ..., &3n5) F=tilga) T(q,q,t)
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"Bewegung”: ist die Zeitentwicklung des Systems auf einer "Kurve”

at) ={a(t), ..., asnv-k(t), t1 <t <ty}

m (3N-k)-dimensionalen Konfigurationsraum.

4.3.1 Herleitung der Lagrange-Gleichungen aus dem Hamilton-
Prinzip
vgl. Kapitel 4.1.1
o HP: 6S =4 [ L dt=0

Sei q(t) die Kurve, bzgl. derer 65 =0
Variationsansatz:

Qo) = qu(t) +eput)  (p=1,....,3N —k)
mit  pu(t) = @u(t2) =0
Quo(t) = 4u(t) +epu(t)

o << [ L(qy.ay.t) dt = S(e)

e Notwendige Bedingung fiir Minimum bei ¢ =0 : % 0
e=0
ds f2 8
— = L dt
. R 5 (v, Qo t) dt
ey 8L Oqus  OL iy
= Z L ’)dt
1 8quv Oe 04, Oe
3N—k
oL
= )4+ —— ¢t ) dt
Z /; 8quv aq SOM( )
_ ?g:k L ‘%f/ _4or )eult) dt
=1 aq'uv t1 8quv dt aQM,v :
=0
ds iy d oL
— = _— t) dt
* el Z /1 dq, dt@gju)(p“()
° HP <«— ﬁ =0
de le=0
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don oL
dtdg, 9dq, '

Lagrange — Gleichungen 2. Art

4.3.2 Aquivalenz der Lagrange-Gleichungen zu den New-
ton’schen Bewegungsgleichungen

a) System ohne ZBs in kartesischen Koordinaten

7Zu zeigen:
d OL 0L
— - = ,=1,...,3N
dion, or, 0 T b
N
<~ pk:Fk+ijk, k=1,...N
j=1
Beweis:

3N
1 .
L=T-U-V = 5 E m;i; — Uz, ..., x3n) — V (21, ..., 23w)
=1

doL  daT o
95 = diap = Mt =i, (1=1,..,3N)
oL ) 3N
or, _ax_(U"i_V) = E+Z-fji
7 i s

Erlduterung zur letzten Gleichung:

(i) AuBere Krifte:

N
U(I‘l,...,I'N) = ZUk(rk) = U1(561$21’3)+U2($C43755L’6)
k=1
+ ... +Un(z3ny_223n_123N)

= U(ZL‘l, ceey l‘gN)

— duflere Kraft auf k-ten MP: F, = —V,U, — m-te Komponente der
Kraft auf k-ten MP:
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explizit:
Fl = Ff = —52-
2 _ v 0
8x,~
FP=F;=—5-U
Fr FY  Ff Fy F) Fj Fg F3 F%
L Lol l l l
. F Fj Fy F5 Fg Fsn-o I3n-1 Fiy
(ii) Innere Krifte:
£ = ViV = =V,iVj;
N
V(ry,.nry) = ZV]Z(I'_] —1;) = Via(112273, 147576)
j<i

+ ‘/13<.§L’1.T2.§L’3, .T7.§L’8.§L’9) 4+ ...+ %3(1’4375.1’6, .T7.§L’8.§L’9) 4+ ...

+...+ Voo n(Z3N_523N—aT3N—3, L3N_2L3N—1L3N)

Betrachte einige Beispiele:

oV 0
“or. = “on Vet Vit ot Vi)
8 N
_ _a—:ﬁ<vm+%1+...+vm) = fi =21
j=1
3N
= > fa
j=1
oV 0
—67 = —67(‘/12+‘/E’,2+‘/;12++VN2)
5 5

= f3

N 3N

_ y

= E 2 = E i
Jj=1 Jj=1
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ov 0
— = — Vi V o+ Vvne
D ast( N1+ Ve + .o+ Vv n-1)
N 3N
= In = Z ]'ZN = ijBN
j=1 j=1
oV 3N
= allg: o = =) i
(2 ]:1

wobei Matrix f;;(3N x 3N) die folgende Struktur hat:

j\i|1 2 3|4 5 6|7 .. .|3N-2 3N-1 3N
1 [[00 0f[x 0 0fx X 0 0
2 [0 0 0[0 x 0/0 0 x 0
3 /0 0 0/0 0 x|0 0 0 x
4 [x 0 0[0 0 0]x X 0 0
5 0 x 0[0 0 0/0 0 x 0
6 |0 0 x|0 0 0|0 . 0 0 x
7 [x 0 0[x 0 0|0 0 0

Do : 0

3N

Zusammenfassung: f; #0 falls 1 <j=i+x3n <3N; (n=1,..,N—1)

oy 3N
es ist also : — = fii s 1=1,...,3N
8.’172‘ =
o _vzm]:f]z y ’l,jzl,,N
d oL OL al
— - =p— F; — i =0
N
= pe=Fi+) fix, k=1..N (qed)
j=1

b) Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen unter Punkttransformation
bisher: Lagrange II = Newton II in kart. Koordinaten

Zeige:

doL oL dor on_
Wobei:  z; = xi(q1, ..., 3N, t) , i=1,..,3N

— Lagrange-Gleichungen in 3N general. Koordinaten <= Newton II in
kart. Koordinaten
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Allgemeiner: Zeige Forminvarianz von Lagrange II bzgl.
Punkttransformation: ¢, — Qo = Qa(q,t), a=1,...,n
Umkehrung: ¢, =¢,(Q,t), p=1,...,n

. d 0 0
Zutaten : qu = i qM(Ql, ...,Qn,t) = Cq; Q 8(]:
= Qu(QlQn7Q1Qn’ )
a 8qu 8Qu - aq#
s aQa 8Qa (Z at ) N 0Q

Annahme : —————— =0, pu=1,..,n

L(QI...Qn7QI...Qn7t) = L(Q1<Q1...Qn7t)7Q2<Q1---Qnat>7"'7q1<Q1"'Q"’Q1'"Qn’t>7m’t>
— E(QlQnanQnat)
d 0L 9L

7Zu zeigen : ————

dto0, 0Q.

0, a=1,..,n

oL _ OL 9q,  OL 04y
"o ;(aqﬂac;ﬁaqﬂacga)

[ ] < = -
aQa aqﬂ 8@ u 8(]“ aQa
d oL OL Oq,\ d 0L\ 8q, ~ OL d 0q,
toaaqg, dt( p 8%8@&) B ; [dt(@qu)acga+aq“ dt Q.
_ 94,
 0Qa

— i@_L_ oL _ Z[di(al/> 8_L] 8%:0 (q.e.d.)
0
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Bemerkungen:

(i) Forminvarianz gilt insbesondere fiir n = 3N und Q, = z;
— Lagrange-Gleichungen in 3V generalisierten Koordinaten <= Newton’s
BWGI in kartesischen Koordinaten

(ii) Newton’s BWGI nicht forminvariant unter allg. Punkttransformation:

aus : m;i; = F; folgt nicht MGy, = F’u (sieche Kap. V)
(iii) Einbau holonomer ZBs

Annahme : q = {Q1---Q3N—kaQ3N—k—1---Q3N}
—_——

ignorabel

HP : 0S = 0 fur L= L(Q1---Q3N,Q1---Q3N,t)

s Nt 9L d OL
0 = —| = —— — — = ),(t) dt
= de le=0 ;/tl (8(]” dt 8(]'“)(%( )

3N—k

2, 0L d oL
= ;/ﬁ (@‘@@)%(0 dt
3N

Ol d OL
p> / S pult) dt
u=3N—k+1 t1 <8qu dtaqu>\“/_/
=0 fiir p=3N —k+1,...,3N

(da die ignorablen Koordinaten nicht variiert werden)

oL  d 0L
dq,  dt o, e

— HP <= Lagrange II fiir 3N — k gen. Koordinaten «— Newton II
fiir 3N kart. Koordinaten + Zwangskrafte aufgrund holonomer ZBs

(iv) Diskussion des Doppelpendels (siehe S. 80ff)

—  L(p1 2, 1 ¢92) — Lg—GL fir ¢ =¢1, ¢ = ¢ aufstellen + 16sen

q1 42

(siche Ubungsaufgabe 8.3)
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(v) Gebrauchsanweisung fiir Lagrange 11

— Formuliere k (holonome) ZBs

— Wihle 3N generalisierte Koordinaten, wobei k Stiick mit ZBs identi-
fiziert werden und ignorabel sind

— Stelle T'— U — V in 3N kartesischen oder geeigneten, krummlinigen
Koordinaten auf

Finde Kotrafo zwischen diesen und den (3N — k) unabhéngigen gene-
ralisierten Koordinaten

Bestimme L =T — U —V als L(q1...g3n—k, ¢1---G3N—k, )

Bilde 3N — k Lagrange-Gleichungen durch Auswertung von

— Lose BWGl’en und analysiere Losung

(vi) L(q,q,t) = L(Q,Q,t), d.h. die Lagrangefunktion selbst ist nicht formin-
variant unter Punkttransformationen. In praxi nimmt man darauf in der
Notation meistens keine Riicksicht und schreibt L(Q, Q,t) statt L(Q, Q,?)

4.3.3 Lagrange II und Erhaltungssitze

a) Generalisierte (kanonische) Impulse + zyklische Koordinaten
Definition: generalisierter Impulse p,, := %

Beispiel 1: kartesische Koordinaten

o OL 9T 10 (ij.g;a;):mm
J

— der iibliche mechanische (oder kinetische) Impuls

Beispiel 2: Ebenes Pendel (xy-Ebene)

L = %l%f +mglcosq, (¢=¢)
oL
— p = 8—q:ml2(j:ml2¢:lzz(rxp)z
— z-Komponente des Drehimpulses
Wann gilt p, = 07
d oL . oL

Lgll: S22 _p =&
o dtdg, ™ g,
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Pp =70
I 1
— falls 8— =0 folgt
aqM oL

Pu = 54 = konst.

Definition: ”zyklische Koordinaten” ¢, <= STL =0

— Der zur generalisierten Koordinate g, zuggh('jrige Impuls p,, ist Erhal-
tungsgroBe, falls g, zyklisch ist

Triviales Beispiel: freies Teilchen

1
L = T:§Zmia;~§
oL
8.’172‘—

—

0 <= p; =m;x; = konst.

b) Energie und Hamiltonfunktion

Zur Vorbereitung:
— Definition: f(zy...x,) ist homogene Funktion n-ten Grades :<=-

fAzy, Axg, oy Axy,) = A" f(2q...20,)

— Satz von Euler: Sei f homogen vom Grad n

NG,
- szaxf :nf(l‘la"'al‘M)
i=1 !

Beweis: y; = A\x;

of _ of 9y
B
B P Oy '

= A"z, .., 1)

firA=1: (y; = x;)
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Behauptung: Fiir nicht explizit zeitabhéngige Transformationen z; «— g,
(x; = x;(q)) ist die kinetische Energie einer homogenen Funktion 2. Grades
in den generalisierten Geschwindigkeiten

1
Beweis: T = §Zmia’:?

1 Ox; Ox; . .
= 5;,”%%;8—(]“8(]1/ du qu

. oT
= un E 2T
p u

d } oL . oL . oL
LG I d 0L\ . oL d . OL
- ;[@(a—%ﬁﬁa—%@%ha
d oL oL
= (g )+

Definition: Hamiltonfunktion

H=> puu—L
w

an_ oL
dt Ot

H=
L
— falls oL =0 folgt

ot H = konst.




4.3 Die Lagrange-Gleichungen 2. Art 89

Bemerkungen:

(i) [H] =J =Nm (Dimension einer Energie)
(i) H= E=T+U+V, falls
e konservatives System mit allenfalls holonomem ZBs

e zeitunabhéngige Transformation z; — ¢, (iiblicherweise reali-
siert durch skleronome ZBs und ruhende Bezugssysteme)

Beweis:
oL (konservativ) oT 0
Pu= 7 = — (da-—(U+V)=0
"= %, 8%( 8%( )=0)
oT
— H=) pug,—L = ZqM@—LZQT—T+U+V
In In »
= T+U+V

(iii) Genannte Voraussetzungen fiir H = E = T+ U + V sind hinreichend,
aber nicht notwendig

(iv) H = E und H = 0 sind unabhiingige Aussagen
— H=0und H # E ist moglich
— H # 0und H = FE ebenfalls

(iv) Falls Bedingungen in Bemerkung (ii) erfiillt und falls 4 = 0

= H=F=T+U-+V = konst.

Beispiele:

(i) Eindimensionaler harmonischer Oszillator

T=24%, U=Swh?, L=T-U=2(-w'a?)
— H=pi—L=mi*— %:ﬁcQ + %wQ:EQ = %(ZL‘Q + w?r?) = E = konst.

(ii) Ebenes Pendel

L = %ZQ@Q + mgl cos ¢
mit p, = mil*p
H = p,p—L= ml*p? — %F@Z —mglcos

= %lchQ —mglcosp =T + U = E = konst.
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(iii) Ebenes Doppelpendel

mp+m . m . .
T = % 125 + 72 155 + malilapr s cos(p1 — o)
U = _(ml —+ mQ)gll COS Y1 — m29l2 COS 2
oL i .
pm DE )i malis st — )
1
oL ) i
Py = % = m213<p2 + malilapy cos(p1 — w2)
2

H = p1o1+pape —T+U
= (mq +mo) 3T + malilap1 cos(ipr — @o)
+ mal3@5 + malilapr s cos(p1 — @a)
—T+U = T+U = E = konst.

(iv) Perle auf rotierendem Draht (U = 0)

rheonome 7B : y = xtanwt <= ¢—wt =0

y
. G =r
gen. Koordinaten { p=p—wt=0 (ignorabel)
o= ot
»X
L=T= %(7‘2+r2¢2) = %("’2+7’2w2) =E
oL
H:pT—L:ET_L = mTQ_%TQ ?TQWQ
_ %(72 —r?W?) £ E
L dH
_83_15:%: — H = konst.
Lagrange-Gleichung;:
doL oL _
dt or  or

mi —mw’r = 0 <— iF—wlr=0
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< Allgemeine Losung zur Verdeutlichung:
r(t) = Cre¥t + Coe ™!

r(t) = Cwe?' — Cowe™

m 2 2
— H = 5{ (C’lwe“t — C’gwe_“t> — w? (C’lew + CQG_Wt) }
— % {Ciw?e®! + CjwPe ™ — 201 Cow® — Clw?e™”
- C’SwQe_QWt - 2w20102}
= —2mw?C,C5 = konst.
— L =muw? (C%GQWt + 0226_2“’t> = E(t)
(v) Teilchen im zeitlich verédnderlichen homogenen Kraftfeld (1-dim. Welt)

— U(x) = —Foxt

L = T—-U-= %¢2+F0:ct
H = p;i:—L:%j:Q—Foxt:TJrU:E:E(t)
(6L B
ot
Allgemeinere Diskussion von Erhaltungssétzen durch Betrachtung von Sym-

metrien ——  Noether-Theorem, siehe hierzu [Kuy], Kap. 7 (insb. 7.3)
und [Fli], Kap 11 + 15

F(]LU = —H>

4.3.4 Erweiterungen

a) Verallgemeinerte (generalisierte) Potentiale

5 P 3N
bisher : —8xiw = _axi(UJrV) — Fi+; fi= K, i=1,..,3N

ow oW 0z; oz;

2 _ F=t

0q, XZ: Oz; 0q, - dq,

= Q, "generalisierte Kraftkomponenten”
(= Qulgi-gsn—i,t))
Sei L(q,q,t) = T(q,4,t) — W(q,t)
doL dor oL _oT oW

Lg — Glen : - _
dtdq, dtdg, Oq, 0Oq, Oqu
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dor or

dtaqu aqu Q/J7 IU/ Y 73

— Alternative Form der Lagrange-Gleichungen

Erweiterung: betrachte 'verallgemeinerte’ Potentialfunktion W*(q, q,t)

ow* d ow*
{45

dq,  dt dq,

dor T _dow ow
atdg, Oq, dt 94, O,

= _ZZ — )

fir L = T-W*

Beispiel: fiir W*(q, q,t): Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Lorentzkraft : F = ¢(E+(vxB))

oW*  d OW* ,
- o= —(a—%‘m—@) it
w* = q(gb—v-A) und

B = VxA
OA
E = —Vo-—

siehe [Nol] II, Kap. 1.2.3 und [Gol], Kap. 1.5, (7.3)

oL oT oW
gen. Impulse : Py = =

— — + -
94, 94, 94,
~—

"mechanischer (kinetischer) Impuls”

Bemerkung: Man findet fiir dieses Beispiel

m 1
H=—-v+qp=-—(p—qA)P+qp=FE
2 2m

aber bei zeitabhéingigen Feldern E # 0.
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b) Reibung (einfache Diskussion)

ou

E — F]con 4 Fdiss - _
i i 61‘2

+ F¥55 (siehe Kap. 2.2.3)

g Ansatz : F%° = — B, (Stokes'sche Reibung)

diss  _ FdZSS_Z - _ el
— Qu Z i 8(]# Z Piti 8(]#

i

Ll ()

7

Definition: Rayleigh’sche Dissipationsfunktion

dor 0T ow
Lo — Gl D D _ " diss
g—G dt 9q,  0Oq, @ dq, + @
_ W _OR
dq, 04y

(L=T-W=T-U-V)
Energiesituation (siehe Kap. 3.1.2)

d d A
—E = —(T = Fdiss. 1 MP
7 dt( +U+V) v ( )
d 3N
. o diss -
bzw : E(T +U+V) = ZFZ T (N MPs)

i=1

fur : Fidws = —[(;x;

dE )
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Beispiel: freier Fall mit Stokes’scher Reibung

Z
m R = §22
(1-dim) | ]
L = %22 —mgz
doL . 0L oR _ 5.
——=mZ, —=-m 5, 7
dt 0% © 0z ECE
S it mg+Bi=0  (wie zuvor)
Bemerkungen:

(i) Anspruchsvollere Beispiele (+ Aufgaben): siehe [Kuy], Kap. 6

(i) (Etwas) allgemeinerer Reibungsansatz: siehe [Nol] II, Kap. 1.2.4 und
[Gre] 11, Kap. 17

(iii) Hamiltonprinzip fiir nichtkonservative Systeme: siehe [Gol], Kap. 2.4

4.4 Zusammenfassung der Lagrange-Mechanik

Ziel: Beschreibung klassischer Bewegungsprobleme fiir N Massenpunkte mit

— (konservativen) dufleren + inneren Kréften

— gef. (holonomen) Zwangsbedingungen

Axiom: Hamiltonsches Prinzip

to
55:5/ L(q,d,t) dt =0

t1

Lagrange — Funktion L=T-U -V

BWGl'en:  HP <= Lagrange-Gleichungen 2. Art

S 220, u=1,..3N—k

3N
<= Newtonsche BWGI] p; = F; + Z fii (4 gef. Zwangskréfte)
j=1

e Erhaltungsaussagen
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— zyklische Koordinaten + generalisierte Impulse

oL

falls — =0 = p,=——
0q, K aq,,

= konst.

— Energie + Hamiltonfunktion

H=> pugu—L

I

— falls % =0 = H = konst. (Hamiltonfunktion ist Erhal-

tungsgrofe)
— falls System konservativ, ZBs holonom, ruhende KOS:

H=FE=T+U+V
e Erweiterungen

— Verallgemeinerte Potentiale

— Reibung, Dissipationsfunktion
e Varianten (die nicht behandelt werden)

— Lagrange-Gleichungen 1. Art
— Berechnung von Zwangskriften (" Methode der Lagrange-Multiplikatoren”)
Literatur: [DL], Kap. 5.1 und [Kuy|, Kap. 9

— d’Alembert’sches Prinzip

— eigenstéandiges Axiom iiber ”virtuelle Verschiebungen” und ”vir-
tuelle Arbeit”

d’Alembert + Newton = Lagrange [ + II
Literatur: [DL], Kap. 5.2, [Kuy], Kap. 4 und [Nol] II, Kap. 1.2
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Kapitel 5

Anwendungen 11

5.1 Das Zweikorper-Zentralkraftproblem
Betrachte die folgende Situation:

1. Abgeschlossenes System (F; = Fy = 0)

2. £51 = (r1 —1ra) for = —fio
= —V1V12(‘1'1 - 1'2‘) = V2V12(‘I'1 - 1‘2‘)

3. keine Zwangsbedingungen

Gravitation : f5y = —VM(IH —T)
Ty —1of
mym
Vie = V(=) = =y ——
Ty — 1y
—  Lagrange — Funktion: L = T -V = %V% + %Vg — V(|ry —ra)
(analoge Form fiir andere Wechselwirkungen)
Planetenbewegungen:
Sonnenmasse M, = 330.000mg
Merkur (leichtester) My = 55me
Jupiter (schwerste) M;, = 320mg

Kraft von Sonne auf Erde  Fop Mo R
Kraft von X auf Erde  Fyrp My RéE

| Venus | Mars | Jupiter | Mond | [Einheiten] (aus [DL])
. 081 | 011 | 320 | 0012 e
Rypin 027 | 052 | 42 |0,0026 Ron
Fop/Fxg || 30.000 | 81.000 | 18.300 180

97



98 Anwendungen II

—> Betrachtung des (abgeschlossenen) Zweikorper-Erde-Sonne-Systems ist in
1. Néherung ausreichend (6 FGs)

5.1.1 Reduktion auf ein Einkorperproblem

Impulssatz : P = F. =0 (siehe Kap. 2.2)
mit P = MV = (m1 —|—TTL2>R = M1Vi+ MoV
R — miry; + melg
my + mao

Positionen bzgl. SP:  r, =r,—R (k=1,2)

1 2 1 / 2

1 1
S DUNCEED RS
k k k
—_———
=0
/ 1 2 / 1 92 . .
T=Tsp+T; TSP:§MV ;o T :§kavk (gilt fiir N > 2)
k
Fiir N = 2 ist weitere Umschreibung sinnvoll:

, mir; + Maly (my + mg)ry — myr; — Mol

< r, = r —R=r— =
1
mi + ma mi + ma
ma my
= ———— (r1—1ry) = ——
mi + ma mi + Mo
, miry + maors (Mg + Mmg)ry — My — Maly
I'2 = Y9 — R =TI9 — —
mq -+ mo mq -+ mo
ma
= —— 7
my + ma
. / / 1/ . 1!
wobei r=r; —Ty="T] — I, Relativvektor
o mo . o my
mi + Mo mi + ma
mi 2 mo 9 1 mimeo 1
T/ — _Vll + _V/2 — _7‘/2 — _NVQ
2 2 2 mi + Mo 2
mime .
= = "reduzierte Masse”
my + Mo

1 1
— T = MV*+ uv?; Vz—fymlmQ
2 2 r
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M. . ) M
— L= (X 2) 4 Lty
2 2 r

= L(R,r,f)

= LSP<R) + Lrel(r7 I‘)
(SP- und Relativkoordinaten sind die geeigneten generalisierten Koordinaten)

OL — 0L _ 0L — () — Py =29 = )X = konst. Schwer—

oX — 9y _ oz ax :
(X,Y,Z zyklisch) Py = % = MY = konst. punkt—
P, = % = MZ = konst. satz

5.1.2 Relativbewegung

a) Lagrange-Funktion und Lagrange-Gleichung
Wiéhle Kugelkoordinaten:

Lea(r,0,7,0,¢) = E[i* 4 (rgsind)? + (r0)?| + 75—
Generalisierte Impulse:

oL :
pT‘ —= E —= ILL’]"

OL 5

= — = ur-f

Do Y H

oL 2/ .. 92 . .
Po = Ho =HT (sin” #)¢ = konst. (da ¢ zyklisch)

12

Wiéhle Koordinatensystem, so dass (0) = y(0) =0 (— 6(0) =0)

Pe(0) =0=py(t) = ¢=0

t=ot —> Bewegung in Ebene ¢ = konst.
. M
>y - Lrel = H(TQ + T202) + ’Y,u—
2 r
¢
X

Nun ist auch 6 zyklisch und

. 1
py = ur*0 =konst. = Flichensatz A = §|r X v| = é?_o = konst.
i
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aLrel . aLrel /"LM
— rf? — AR
a M T 7
_ . M
Le—dl ur = [LT@Q — ,u_2
,
2 2
.. Po puM Do ov
= = S -y = —
Hr s " r2 s or
Hamiltonfunktion H, DPrell” + pgé — Ly
= S0P 4 V()
= T'4+V = E,, = konst.
OL .
(denn _E:HIO)
H = HSP + Hrel
M s . . . . p2
— - X2 Y2 Z2 -2 0
5 ( + + 7%+ 27“ + 2
= F = konst.

Anwendungen II

(Energieerhaltung
der Relativbewegung)

uM

5

r

(Gesamtenergie des 2-Korper-Systems ist ebenfalls erhalten)

b) Qualitative Diskussion der Bahntypen

2
_ Koo P pM
E. = E== —y—
: 2" * 2pur? T
= Trad + Uzent + Ugr(w
— gff*Q + Uess(r) = konst.
Trad =F — Ueff<7“) Z 0
| B2 Uey(r)
Fiir das Erde-Sonne-System gilt:
M,
1 omE ~mg; rrg; M=xM;;

- M@+mE

R~r,
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EA

>T

Abbildung 5.1: Das effektive Potential des Kepler-Problems

(i) E=FEy =Ugp(R) — Ta=0
—  Kreisbewegung mit Winkelgeschwindigkeit 6 = % = konst.
(i) By < E=FEy<0
— finite (gebundene) Bewegung in [r;, 1]
(ri,7q : Umkehrpunkte der Radialbewegung, T,44(i) = Trea(ra) = 0)
mit variabler Winkelgeschwindigkeit 6 = %
(i) E=FE;>0

t—o0

infinite (ungebundene) Bewegung in [r3,00) , i.a. (r — o0)
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> T

~ - 1/r

(i) E=FE, <0 finite Bewegung in [0, 7] (vgl. freier Fall)
(ii) F = Ey >0 infinite Bewegung i.a. r =%

Grob-Klassifikation (nicht als Definition der Himmelskorper zu verstehen):

e Planeten E<0, pe>0
e Kometen E>0, po>0 oder E<0, py>0
e Meteoriten (w.a.) E >0, pp=0

Genaueres zu den Himmelskorpern: [Gre] I, Kap. 28

c¢) Zur Losung der BWGI.

Ausgangspunkt : E = 37‘»2 +

. dr 2 Py
— T— E_i\/,u(E_V(T)_Q,ur?)

t T /
d
—>t—t0:/dt':i/ !
to 70 r pg

— Umkehrung liefert r(t)

t /
bestimme 6(t) aus 60 = p_92 — 0(t) =0y = @/ dt
’LLT lu‘ to
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Bemerkung: direkte Integration nicht ohne weiteres durchfiihrbar, einige
Details: [DL], Kap. 4.1.2.6

Alternative Betrachtung: Bahnkurve r(6)
. dr  drdf  pg dr 2 77
Y _ P Y —(E—V _ )
"Ta T dedt ur? do \/u (r) 212

_ ’ r Do
) —by= [ do =+2
0o

/T‘ dr/
[ Sy T \/

1
H(E-v() - )
(Umkehrung — r(0))

Zur Losung des Integrals fiir V(r) = ar™ : [Gol|, Kap. 3.5
Fir V(r)=—-%, (a=~yuM) lautet die Losung:

1 1
S - (1 0—0 )
" k:( + € cos( o)
2
= L (>0
po
2Ep?
e = 1+ _p; "numerische Exzentrizitat”
o

— brennpunktbezogene Darstellung von Kegelschnitten in Polarkoordina-
ten (siche Anhang A.3).

Zusammenfassung der Bahnformen:

E=-t—Ff )
= b = B

e=0 Kreis

p2
T:k:ﬁ:konst.

Planeten

E,<E<0 (+ Kometen)

0<exl1 Ellipse

— _ _k
Tmar = 7z 5 Tmin = 1+e

" Aphel” "Perihel” )
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e=1 E=0 Parabel
Kometen
e>1 E>0 Hyperbel

Literatur: [Gol], Kap. 3.6, [DL], Kap. 4.1.2 und [Liic], Kap. 3
d) Die Kepler’schen Gesetze (1609, 1619)

[. ”Die Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brenn-
punkt die Sonne steht”

I1. "Der Fahrstrahl der Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flachen” (Flachensatz)

III. "Das Quadrat der Periode ist der dritten Potenz der groBen Halbachse
proportional” (siehe Ubung 10.3)

5.1.3 Zusatzbemerkungen

a) Runge-Lenz-Vektor

A p x1 r
Jite’ r
. d . « . a
Zeige @A =0 fir V(r)= 5 (d.h. fir p= —ﬁr)

— A ist weitere Erhaltungsgrofie

Eigenschaften: A zeigt zum Perihel; |A| = ¢ ; (siehe [Liic], Kap. 3.5.3)

b) Hyperbellosung (E > 0) — das klassische Streuproblem
betrachte z.B. aneinander streuende (Coulombwechselwirkende) Ladungen

typisches Streuexperiment:

A Detektor

Projektil
*>—
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Observable: differentieller Wirkungsquerschnitt = Maf fiir die nach 6 ge-
streuten Teilchen

— Ergebnis fiir Coulombwechselwirkung: ” Rutherford-Formel”

Literatur: [Gol], Kap. 3.7 (3.8), [Kuy], Kap. 11.6 (11.7), [Fli], Kap. 18 und
[Jel] TI, Kap. 13

(Rutherford 1911 — Beschuss einer Goldfolie mit a-Teilchen; Rutherford-
Formel gilt bemerkenswerterweise in KM und QM)

¢) Mitbewegung der Sonne
im SP-System gilt:

' = Mé\?mE r=r (Erde) Ahnliche Ellipsen um
den SP als gemeinsamen
ro = 3 im- T ~0 (Sonne) Brennpunkt
A

!

&

Erde

Abbildung 5.2: Asymmetrisches Erde-Sonne- und symmetrisches Doppelsternsy-
stem

d) Reale Planetenbahnen

Abweichung von Ellipsenbahnen wegen

(i) Gravitationskriften der Planeten untereinander
(ii) Relativistische Effekte
(iii) Abplattung + Eigenrotation (— ”Quadrupolmoment”) der Sonne

— kleine Storungen (néherungsweise Berechnung mittels ”Storungstheo-
rie”)
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Beispiel: Periheldrehung von Merkur ~ 1 Bogensekunde/Umlauf
Effekt (iii) < Effekt (i) ~ 1 BEffekt (i)

e) Das deterministische Vielkérperproblem

N
L= —y? L 3N FG
2V Ny BVTG

— geradlinig gleichférmige Bewegung des SPs:

N
1
R = i ; m;r; (3 FGs)

1. Schon fir N = 3 ist das ”"Relativproblem” (6 FGs) i.a. nicht mehr
analytisch losbar

2. Bereiche chaotisch-deterministischer Bewegung im Sonnensystem exi-
stieren

Literatur: [Sch], Kap. 6.6

5.2 Beschleunigte Bezugssysteme

5.2.1 Uniform rotierendes KOS

S : Inertialsystem

S’: rotierendes KOS (nicht inertial)

1. Axiom

Beispiel (i): Ruhender MP in S "—" kréftefrei

MP aus Sicht von S’: Kreisbahn um x3-Achse L Axiom i bt kréiftefrei — Schein-

kraft

Beispiel (ii): MP im Potential U (keine ZBs)

7

3
m .
S: L= ) ;:1 iF — U(zy2973)
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ou

8.’172‘ ’
Fiir die Diskussion des Bewegungsproblems aus Sicht von S’ betrachte folgende
Kotrafo (passive Drehung):

—> Lg— Gl'en = Newton II: mi; = 1=1,2,3

T coswt —sinwt 0 )

x9 | = | sinwt coswt 0 ),

T3 0 0 1 xh

x) coswt sinwt 0 T
< | 2, | =| —sinwt coswt 0 To

xy 0 0 1 T3
Ty = & coswt — ihsinwt — rjwsinwt — rhw coswt
Ty = &jsinwt+ 2} coswt + rjw cos wt — Thw sin wt
1’3 - .’L‘g

St L= Z{aR il + a + 2wt — hl) + Wil + o) | - Ulalahay)

, d OL OL : .
Lagrange — Gleichungen : ——75=0 (forminvariant)
dt 0z, Ox;
oL : oL - oU
i = miy — mwrh | pr mwih + mw?x)] — ot
L : L :
gz'g = mi, + mwx gmg = —mwi + mw?z| — gmU/Q
)Y oL _ _aU
oy, — M3 o2, =  0a
. . ou
mi = 2mwih +mwlt) —— = Q
Scheinkrafte
BWGI . : ou
— miy, = —2mwi) 4+ mwit) "o Q2
~~ o l‘2
Scheinkréfte
ou
o
mi, = — = (3
3 oxty
, 0 (6U * doUu *)
zeige : == — ==
’ Oz  dt 0z
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wobel 1 U*(x)zyay) = U(xlahay) — mw(a)iy — ahi!) —
L = T-U
T = S(a7 +ay )

5.2.2 Allgemeine Rotation
S : Inertialsystem (Ursprung 0)

Transformation der Geschwindigkeiten:

Behauptung : v =v' + (0w xr") | (w=d
Beweis:
(@) ¢ =wxe © 4
denn: |&(t)] = Rw = sinfw = |lwxe,] T
Uberpriife Richtung mit 'Drei-Finger-Regel’

Anwendungen II

m / ’
§W2($12 + %2)

y T= r/)
ei'(t + dt)
RO
e/(t)
0

- dv- %;x;eg =D+ 3w

= g x';e;+w><§ re,=v +wxr
i i

v
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Bemerkung: Relation gilt fiir beliebigen Vektor A:

d d
—A‘:—A‘ A
dt ls dt s X
bol. Notation | T ox
— symbol. Notation —| = — w
Y dtls — dtls
Umschreibung der Lagrange-Funktion:
2
L = % V2 U(r) = %[v’+ (w x r')] —U(Y)
= %{v’2 +2v/(w x 1) + (w x r’)2} —U(x))
Zutaten fiir die Auswertung:
° (a X b)l = ij 5ijkajbk
1 (1jk) = (123) oder zyklische Permutation
mit g, =4¢ —1 (1jk) = antizyklische Permutation
0 mind. zwei gleich Indizes

" Levi-Civita-Symbol”
(vollsténdiger, antisymmetrischer Tensor)

e (axb)?=a’b?— (a-b)?
e ax (axb)=(a-b)a—a’b

7 - %{ij;QjLQZi;(wxr’)i+2wfzx;?_(Zwmé)z}
1 ? ¢ J ¢

/AN AW
— U(2)zhs)
m / / 2
. -2 -/ / 2 2 /
= 5 {E T+ 2 E EijkT;WjTy, + g w; E x; —( g wixi) }
i ik i j j
/AN AW
— U(xjzhs)
aL ./ /
By = mx;+m E ELjkW; T
! ik
d 0L ,
E% = mx,+m g ELjEW; Ty, + M g ELjkWi Ty,
! jk Jjk
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6”1—*8[‘72
NR : —-m E 5Z]la: wj E 51]2%

ij
i—k .
= m E 5ljkwjx]g

Lg—Glen: mi;+m E E1jkW; Ty, + 2m E E1jkW; Ty, + M E Thwiw
Jk Jk

— mi;+m(w x1) +2mlw x V') + m(w - 1w

ou
— mex; + 8—1‘2 =0
<« ma' =-m(wxr)—2m(wxv)+ m(er’ — (w - r’)w) - VU
ma’ = —m(w xr') —2m(w x v') —mw X (w x1') = V'U
Scheinkrifte:
(i) Fy, = —m(w x 1) (nur fiir w # 0)
(ii) Fo = —2m(w x V') ”Corioliskraft” (nur fiir v #0), F. LV’

—> F. leistet keine Arbeit

(iii) Fz = —mw X (w x ') Zentrifugalkraft

< Zerlegung:
r' =r| +r}

!l !
—  Jwxr|=wr

—  Fz =mw?’,
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5.2.3 Allgemeine beschleunigte Bezugssysteme: Rotation
und Translation
Transformation:
r = R+7r
= > me; = R+ i(t)elt)

X3A ' '

X

Abbildung 5.3: Rotation und Translation eines Koordinatensystems

7 7 7
R+ E el + w x E zie,
7 7

— v=R+Vv +wxr

Einsetzen in L = %V2 — U fiihrt nach ldngerer Rechnung auf die BWGI’en:

ma = —V'U—mR —m(@ % (R+1))
_ 2m<w X (R’+v’)) — mw X (w % (R”'))
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(wobei R=R’ — R=R'+wxR)

Kompaktere Form der BWGI:

ma = —V'U—-mR—m(w xr)—2m(w xv) —mw x (wx 1)

. . d . d .,
<Begrundung : R = %‘SR = £)5<R +w X R)

d

dtls
= R+wxR+2wxR +wx (wxR)

+ wx(R’—l—wa)

beachte w=w4wxw= d/)

Zusitzliche Scheinkraft Fr = —mR "Tragheitskraft’

Spezialfall: w=w=0; R=0 = ma =ma . .
= Forminvarianz von

: Newton II unter GT

— R=Ro+Rt  Galilei — Trafo ewton II unter G

5.2.4 Anwendung: Scheinkrifte auf der rotierenden Erde
2m 1

Eigenrotation : w=-—=m73-107°> (0=~0)
ag s

a) Auf der Erdoberfliche ruhender MP
Kréfte auf MP:

©4 F,y L FG =mg
F, P
TR e Fy = —mwx (wxr)
Y .
R L
E
F, = mw*r, = mw’Rg cOS Y =:may
m
az = 0,034 cos 3
a
— 2 < 0,0034
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Vertikalkomponente:

gesf = gtazy=—(9— w?R, cos? e,

= “Yefrer
Horizontalkomponente:
azy = w?’Rpcos psing wirkt in Richtung Aquator

—  wird aufgefangen von der Anpassung der Massen—
verteilung der Erde (Kugel — Ellipsoid)

In praxi:
Fo+F;~ —MGeff€r

b) Freier Fall auf rotierender Erde

®, x : Nord — Siid
¢
X', 3
xh : West — Ost
R X’]
P > /. :
R% > x5 : Vertikal nach oben
E

BWGL fir & = 0, R=Rge}, — R =R =0

— ma = —VU-2mwxv)—mwx (wx (R+r))
mg —mw X (w X R) — 2m(w x v')
mgessr — 2m(w X v') | (fir 2 < Rp)

Zur Auswertung:

o w= —wcosye]| + wsin pej
/ / /
e e e o ,
/ ! 2 3 = —wih sin pe]| — wil, cos el
o wXVv =| —wcosp 0 wsing s . ,
iy iy g +(wd] sin ¢ + wi’ cos p)el
T i, T4
o/ A
T, = 2wTysing
; Ty, = —2wi!sing — 2wijcos
(gekoppelte) BWGl’en: 2 1Sy 3CO0S ¥

Ty = —Qeff + 2wiy cos

113
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Néherungslosung: betrachte ABs

4(0) = #(0)=0
25(0) = 5(0) =0
23(0) = h, 23(0) =0
genéherLBWGl 27/1 —
Ty, = —2wiycosp
By = —Gesy
= 0
g ! 1 2
.T}3 = h — §gefft

— Gy = 2wyt COS P

! 1 3
— Ty = ggeffwt CoSs

Diskussion:

(i) z5(t) >0 (=5 <¢<3%) < Ostabweichung
(ii) Zahlenbeispiel: h = 100m — Fallzeit T' ~ 4, 5s
=45 — 24(T) =~ 1,6cm
(iii) Exakte Losung der DGls moglich: [Gre] II, Kap. 1 und 2, sowie [DL],
Kap. 6.2.3.1
fiir Zahlenbeispiel (ii): Zusétzliche Siidabweichung 2 - 10~*cm

Abschliefende Bemerkungen:

(i) Variante von b): freier Wurf auf rotierender Erde
(Details: [DL], Kap. 6.2.3.2)

(ii) Schein-(Coriolis-)Kréfte sind nur fiir "grofiriumige’ Bewegungsformen signi-
fikant
(im Kleinen ist Erde ~ IS)

(ili) Auswirkungen der Corioliskréfte auf das Wetter
([Kuy], Kap. 1.5)

(iv) weitere Anwendung: Foucault’sches Pendel (— Ubungsaufgabe 11.3)
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5.3 Bewegung starrer Korper

Ziel: Beschreibung ausgedehnter Objekte

Definition: ”Starrer Korper” (SK)
Ein starrer Korper ist eine (kontinuierliche) Verteilung von MPs, deren Abstédnde
untereinander sich nicht mit der Zeit &ndern.

5.3.1 Vorbereitungen
< Starrer Korper aus N MPs  (r;...ry)

A

m, m, Zwangsbedingungen:

|I'Z‘ — I’j| = Cij = konst. V Z]

| s R N N(N-1) Bedi

> — 5 | =73 edingungen
(Bsp. N = 3: SK wird zusammen-
gehalten von 3 starren Stangen)

o (3) e (3)

2 5
3 6
4 6 6
3 10 )
6 15 3
7 21 0
8 28 -4

— ( ];[ ) ZBs konnen nicht unabhéngig voneinander sein!

Genauere Uberlegung zeigt —  fiir N > 2 gibt es

3N — 6 unabhéngige ZBs — 6 FGs

N N
1
L = T-U = 5 ;mivf — ; U(r;), (V =konst., da die inneren Kréfte

von den ZBs aufgefangen werden)
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Theorem von Chasles: Die allg. Bewegung eines starren Korpers setzt sich aus
einer Translation und einer Rotation des Gesamtsystems zusammen.

Mogliche Wahl fiir 3 Koordinaten fiir die Translation: SP R = ﬁ > mr;
Zur Fassung der Rotation:

A
S : Raumfestes IS

R S S”: Korperfestes (KF) System
S
g (Ursprung in der Regel SP)
r;, = R+r]
vi = R+vitwxr] (siehe Kap.5.2)
— R4wxr! (vi = 0 fiir starren Korper)

5.3.2 Kinetische Energie und Trigheitstensor

T = %;mivfz %Z(R+(w><r;))2

i

_ %Zmi{RZ +2R(w x 1)) + (w x 1)}

1. - . 1
= -MR?+ R(w X Zmlr;) +5 Zmi(w x 14)?

2
—_———
I = 0im |
= Tirans SP — SyStem + Toot

N
1 /
Trot = 5 Zlmz (er? - (w ’ rl)2>
N

N N 3
2.2 g 1k 2
= E m; E wir; — E WX E WX,
j j=1 k=1

i=1 j=1

N | —
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K3 K3

N
mit O = Z {]kr 7/x’-“/} 'Tragheitstensor’ (Tragheitsmatrix)

Uber Tensoren: [Fli], Kap. 21 und [Liic]

wlO w

DO | —

Zusammenfassung: Trot =

5.3.3 Struktur und Eigenschaften des Triagheitstensors

a) Ubergang zu kontinuierlicher Massenverteilung

(Vereinbarung: Die Striche an KF-Koordinaten werden ab jetzt weggelas-
sen)

Explizit : Oy = [, (23 + 23)p(r) d°r
O = [, (21 + 23)p(r) d®r 3 "Tragheitsmomente”

53 = [y, (a1 + 23)p(r) dPr |
@12 = @21 = — fV l‘lfL‘Qp(I') d37‘ )

O3 = O3 = — fv zyx3p(T) d3r "Deviationsmomente”

@23 = @32 = — fV l‘g[L‘gp(I‘) d37‘ )

Bemerkung: © ist symmetrisch (O, = O;)
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b) Beispiele

(i) Homogener Wiirfel (I)

X; A

Anwendungen II

_ M
po—a3 reW

0 sonst

M 3 3
— §<a/_g:c2dx2+a/_g:c§d:c3)
B M(:c‘;’ 5 x3e )
N 312 2]
1 2
= 6 Ma® = @22 == @33
M
@12 = 3 T1T9 dl‘ldIEQde'g
a
M [% 3 3
= 3 T d.fL’l/ i) d.fL’g/ dfﬂg
aJ-g -3 -3
= —— 7 x
da? Tyl
= 0 = 013 = Oy
(ii) Homogener Wiirfel (II)
M a a a
0, = —3/ / / (x§+:p§) dr1dzedTs
A a” Jo Jo Jo
ETT
al\3lo 2l
a

v

—MO,2 = @22 = @33
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¢) Hauptachsentheorem

1
Falls O = O — Tt =5 ; Orw?

Existiert fiir jeden starren Korper und jeder Wahl des Koordinatenur-
sprungs ein KF-System, sodass O, = ©30;% 7

— Jal (O ist symmetrisch, also diagonalisierbar)

Diagonalisierbarkeit von © <= 3 orthogonale Transformationsmatrix

IS

O, 0
so dass : QTQ D= 0 O,
0 O

O
— eD=D| 0
0

St

@11 - @m

< @21
O3

_1:QT

(D )i = Dy = D,

= ) Dl'0jDim = 63nOn

@3 jk

0 O
0, 0 <~ Z @jkam Z Djk@kékm

3 k k

Djm@m
k
Z (@jk - @m5jk) Dy =0
k
O12 O13 Dim 0
O — O, O D, 0], m=123

O32 O33 — Oy Ds,, 0
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Praktisches Diagonalisierungsverfahren:

(i) Bedingung fiir nichttriviale Losung des homogenen Gleichungssystems:
det(@jk - @méjk) =0
— Losung dieser (kubischen) ”Sékulargleichung” liefert ” Eigenwerte”

@17@27@3

(ii) Bestimme D durch Einsetzen der Eigenwerte in das homogene Glei-
chungssystem

Bemerkungen:

(i) © : "Haupttrigheitsmomente”, das entsprechende KF-System heifit
”Hauptachsensystem” (HAS) (0, = [, p(r)(r* — x7) d’r bzgl. HAS)

(ii) Trafo-Matrizen D charakterisieren Drehungen im R®

(iii) Hauptachsentheorem: Fiir jeden starren Korper gibt es (mindestens)
einen Satz von Hauptachsen (fiir einen gegebenen Koordinatenursprung)

(iv) Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell

(v) © ist positiv definit (da T, > 0) <= alle Eigenwerte sind positiv

(was aufgrund der Formel fiir ©, evident ist)

(vi) Satz von Steiner (— Ubung 12.3)

5.3.4 Generalisierte Koordinaten fiir die Rotation: Euler-
Winkel

D

Behauptung: Beliebige Drehung rgpr — rxr (Ogr = Oxr) kann durch drei
aufeinanderfolgende Drehungen um die ”Euler-Winkel” (a, (3,7)
beschrieben werden:

'xr = Q’YQBQ rrr = D rgp

Bemerkung: Drehmatrizen bilden nicht-abelsche kontinuierliche Gruppe
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Festlegung der Euler-Winkel: (beachte: andere Konventionen sind ebenfalls ge-
brauchlich)

1. Drehung (o) 2. Drehung (B) 3. Drehung (y)

3'=3 ‘
3" 3 4 3!”23" 2”'

n oAl

2 2
/L 2

1 lv: 1 " l "
I' (Knotenlinie) "

Abbildung 5.4: Zur Definition der Euler-Winkel

Detailrechnungen (siche Anhang A.4) ergeben die korperfeste Komponenten-
zerlegung von w
w; = d&sinFsiny + ﬁcosv
wy = dsinBcosy — Bsiny

w3 = aqcosfB+7

— Lagrange-Funktion des starren Korpers:
L = T-U = 7jtr(ms—i_crrot_(]
- %<X2+Y2+Z'2> +EZ@ w? —U
2 2 L T
—_———
(im HAS)
M. . .
7(X2 +Y?+ 27)
1 L : 2 L SN2
+ 3 {@1(a51nﬁ81n7 + ﬁcosv) + @2(a51nﬁ0057 — ﬁsmv)
+ @g(dcosﬁ +7)2} - U(X,Y,Z, aﬁy)

= L(XYZ aBv; XY Z,4a53%)
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Beispiel zur potentiellen Energie: homogenes Schwerefeld

U= Z m;gz;

e =92z = MoZ = V()

ou oU oU
ffensichtlich: — = — = — =
offensichtlic o 7 87

— die Rotationsbewegung wird nicht von U beeinflusst (— ’freier’ Kreisel)

5.3.5 Die BWGIl’en des starren Korpers

d oL oL .. oU
ranslation X X — e
d OL oL . oU
——=— <= MY =—-——
dtogy oY oY
d oL OL . oU
- = M7Z=-= — _Maoa fii . Bsn.
dtoz — 0Z 57 g fiir obiges Bsp.)

Rotation: e nichtlineare, gekoppelte DGI’s 2. Ordnung fiir Euler-Winkel «, (3, ~
(siehe Anhang A.4)

o 'Kurzform’:

@1&)1 - (@2 — @3)W2W3 = Ml
@2(,2)2 — (@3 — @1)&)1&)3 = M2
@3(.2)3 - (@1 - @2)wlw2 = M3

”Euler-Gleichungen”, M;: KF-Komponenten des Drehmoments

— nichtlineare, gekoppelte DGIl’s 1. Ordnung fiir die KF-Komponenten von w

5.3.6 Drehimpuls und Drehimpulssatz
a) Drehimpuls des starren Korpers

Allgemein gilt (siche Kapitel 2.2.2)

Lrr = Lgp + L’
— M(RxV)+Zm,~(r;xv;) (rj=r;—R)
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Betrachte 3 Koordinatensysteme: S (RF), S’ (Ursprung im Schwerpunkt),
KF

Translation Rotation
i RF "— 8 "— KF

Es gilt fiir Geschwindigkeitsvektoren in S’ die Standard-Trafo-Formel

vl

o ’ / / o
ZS/—VZ-’ twXr,=wxXr, (davi’ =0)

— L = Zmi(r;xv;) = Zmi(r;x(wxr;))
= Zmz{ I' w) }

Komponentenweise : L} = Zmz{r Wi — Zx’k ; }
— Zwk{ Z mz 5kjr'2 — :E'kx”)}
= Z@jk‘wk

k

— L= 9 w Drehimpuls im KF-System

(Vereinbarung: Striche werden ab jetzt wieder weggelassen)

Bemerkungen:

(ii) Im allg. L f w  (— Ursache der Kompliziertheit der Drehbewegung
starrer Korper)

(iil) Trot = 2Z]k@kwkw]— Zijwj:%L-w

: : 1 1« L
im HAS gilt Tmt:azj:ijjzézj:@_Jj
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(iv) HAS:

1
Trot = 5 (@1(«0% + @ng + @3&)3)

—_

"Tragheitsellipsoid” mit Hauptachsen —~

3

L2 = @%w% + @%w% + @§w§

1
"Schwungellipsoid” mit Hauptachsen —~ —

i

freier Kreisel: T, = konst., L? = konst.
— Betrachte Schnitte von Trégheits- und Schwungellipsoid im
‘w-Raum’ zur (qualitativen) Diskussion der Bewegung

b) Drehimpulssatz
nach Kapitel 2.2.2 gilt Drehimpulssatz im SP-System S”:

Umschreibung der linken Seite ins KF-HAS:

Standard — Trafo L’ = L’ +wxL
s/ KF

Komponentenweise Lz = O,w; + (w X L)Z_
= @Zwl -+ ZEijkw]'@kwk
Jk
explizit:
Ll o = @1&)1 - (@2 — @3)0)2&)3 = M1
LQ o == @2(.2)2 — (@3 — @1)&)3&)1 == M2
Lg o = @3&)3 - (@1 - @2)0)1&)2 = M3

Euler-Gleichungen = Drehimpulssatz ausgedriickt durch KF Koordinaten-
zerlegungen
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5.3.7 Drehbewegung starrer Korper: Kreiseltheorie

a) Kriftefreier symmetrischer Kreisel

"Kreisel”: In einem Punkt unterstiitzter (aufgehéngter) starrer Koérper
Falls Unterstiitzung im SP = Kreisel ist frei

MZ:Z(I'ZXFZ) = Zmirixgzo

i

T (homogenes Schwerefeld)

Beispiele:

(i) Kugelkreisel: ©; = ©y = ©3 = O (z.B. Im SP gelagerter homogener
Wiirfel)

Bulgry 6l wi=0 —  wi(t) = w;(0) = konst.
(Drehvektor im KF und im RF System konstant)

— Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um feste Achse

(ii) Symmetrischer Kreisel: ©; = Oy = ©, O3 # © — 3-Achse: "Figu-
renachse”

Unterscheide zwei Fille:

‘prolater” Kreisel: © > O3

3 ‘oblater’ Kreisel: © < ©4

BWGl'en : Ow, + (@ — @3)w2w3
@@2 - (@3 - @)w3w1 =
O3ws = 0 = W3<t) = w3 = konst.
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Definition: ~ Q := 952 w3 (= konst.)

d)l -+ QUJQ =0 (]_)

(SN
CZ)Q — le =0 (2)
Entkopplung:
1
(1/) . (:(.}1 + QUJQ =0 < d)g = —5 (Ill
1
(2,) . —5 wl—lezO e C&1+92w120

— allg. Losung :  wi(t) = C cos Qt + Cysin

(1" % (C’l cos Ot + Cy sin Qt) = —Quws

<=  wy(t) = CysinQt — Cycos Ot

wo(t) = AsinQt (Losung im KF-System)

|w| = /A% + w? = konst.

Veranschaulichung im KF-System:

Q<0 34 Q>0
{ C ; "regulire Prizession”
0wy O©Acos U
o(t) L= Oswy = ©Asin Q
@3&)3 @3&)3
prolat : Ls Oswsy < BB
VITLZ OA AT Jiia
O3ws )
oblat : kel

o4 ~ A
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prolat oblat
34 34
.'2' m .':' L

w,L,e; liegen stets in Ebene (zeige dazu e - (w x L) = 0)

1
Trot:_Lw:

5 %(@A2 + O3w3) = konst.

Situation aus Sicht eines RF-Systems

127

L‘ :L‘ +wxL=0 — L‘ = konst.
RF KF RF
Poinsot’sche Darstellung:
AL
AL 3 AL
® 3
®
3
Spurkegel
Polkegel
prolat oblat

Abbildung 5.5: Polkegel rollt auf dem raumfesten Spurkegel ab



128 Anwendungen II

Zusatzbemerkungen:

(i) Quantitative(-re) Diskussion: bestimme «(t), 5(t), v(¢)
Literatur: [DL], Kap. 6.3.7.4, ([Fli], Kap. 22), [Kuy], Kap. 12.5

(ii) Anwendung: Erdrotation

34
a =~ 6377 km
b
a b ~ 6356 km
Pri . f .0 @3 -0 @3 -0 27
— Prazessionsfrequenz : = 5 w=—g Tog
.1 2
=300 Tay
27
— T = ) ~ 300 Tage ~ 10 Monate

Gemessene Periode Topandgier ~ 433 Tage (14 Monate)
— FErde ist nicht starr

(iii) Stabilitatsanalyse fiir freien Kreisel:
siehe [Fli], Kap. 2.2 und [Bl6], Kap. 7.4.2

b) Schwerer Kreisel (M # 0)
— Préazession und Nutation

Literatur: [Fli], Teil V (insb. Kap. 23); [Gre] II, Teil IV (insb. Kap. 13);
[Gol], Kap. 4 + 5; [Som], Kap. 4

5.4 Oszillatorprobleme II

Diskussionspunkte:

e Lineare Schwingungen mit mehreren Freiheitsgraden — gekoppelte Oszil-
latoren

e Kontinuumsiibergang — schwingende Saite



5.4 Oszillatorprobleme I1 129

5.4.1 Lagrange-Funktion und -Gleichungen fiir gekoppel-
te Oszillatoren

Voraussetzungen:

(i) Evtl. ZBs sind holonom

(ii) Zeitunabhéngige Transformation z; «— g,
(iii) Konservative Kréfte

)

(iv) System ist in Umgebung eines stabilen Gleichgewichts

< L=T-U-V = T—-W
= T(q,q) —W(q)

H =T+ W = FE = konst.
e Taylorentwicklung von W (q) um Gleichgewicht q° = 0

oW 1« O°W
W(q) ~ W0 —‘ - —‘ 4
(q) ( H;&Ju Oqu+2§8quqy At +

——
-0 -0
1 W
~ w, v v ( v =5 | = Wu )
5 ; pv9pd p 4, |0 p
™m; ox
T = g2 t ;= ¢
° : 5 7 mi T Zﬂ: 3 du
1
— T = 5 Z TMV(q)quu
uv
mit T,,(q) = mi——— = T,,(q
I ( ) Z aq‘u aqy H( )
- T o _
Taylorentwicklung : T.(q) ~ Tw@)"‘Z 20 o(b‘ ~ T,(0) = T,

(0. Ordnung fiir 7}, (q) ist konsistent zur 2.0rdnung fiir W(q))

1 .. Liorm.
— L=2> (quuqu - quuqy) =5 (q@q - ngq)

1%

Bemerkung: die Matrizen T und W sind symmetrisch.
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Lagrange-Gleichungen:

oL  or 1 :
oA T 3 > T (S + G2
uv

= oY Tude 5 Y T
v 1
= > T
oo ow

—_— = = ... = %%
oqx oqx ; Mdlp

— Z(T/\M%JFW/\M%) = 0, A=1,..,n fiurn FG’s

w
Iq+Wq = 0
explizit:
Th T q1 Wi Win qQ1 0
+ : =
Tnl Tnn dn Wnl Wnn dn 0

5.4.2 Losung der BWGIs

a) Einfache Situation: ungekoppelte Oszillatoren

charakterisiert durch Ty, = 0x,7n , Wi, = 05, W)

W
e+ a=0, A=ln
A
1%
Losung : qr(t) = Ay cos(wyt + 6y) wy = ?):\

b) Diagonale T-Matrix

charakterisiert durch ~ Th, = T\d,,

BWGI .
— Thgx + Z Wiuar =0

I
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Trafo (i): = VTxgn
BWGI - -
— qr + Z D uldp = 0
m
W
mit D), = —2%_ “Dynamische Matrix”

SNG D

D ist symmetrische, positiv semidefinite Matrix, d.h.

Dy,=Dyn, €DE>0 V £={..6} #{0..0}

= D ist diagonalisierbar, Eigenwerte sind reell (weil D symmetrisch)
und nicht-negativ (weil D positiv-semidefinit)

d.h. es existiert orthogonale Trafo-Matrix U (U™' = U"):

U'D

I

— = Q2 >0)

Q=U"q < q=UQ
= UQ + DUQ=0
U'tQ + U'DUQ=0
= Q+9°Q=0
— Q)\_FQiQA:O A=1,...,n

Lsg : Qx(t) = Aycos(Qt+ )
T T

"Normalkoordinaten” "Eigenfrequenzen”
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(i) Diagonalisiere D: Lose Sékulargleichung
det(D,, — Q36,,) =0
— (i.d.R. paarweise verschiedene) Wurzeln
0<VB <P <..<?

(ii) Bestimme orthogonale Transformation U durch Einsetzen der Q3 in
homogenes Gleichungssystem

Z(DMV - Qi(SW)UVA =0

v
(iii) Riicktransformation

1

q#<t> = \/YT M

R

A)\cos (Ut +0y) , pw=1..n

3

Konsistenztest:
1 2
* T = 2 ZT“QM
o

1 .
= 5 Z UHAUHA’Q)\QX

LN

- —Z(ZUM Ui ) OrQu

AN

N
A
4 W = %ZWMVQMQV

- uZM/w/TT

= % Z (Z U;MD;WUVA’>Q>\QX

AN pv

1
= 5D B&
A

UnUpnQrQx
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— L=T-W= Y- %)

y
Lg — Gl'en :

Q)\_Qng\:O7

A=1,..

,n

133

Letztlich sind die Normalkoordinaten die geeigneten generalisierten Koor-
dinaten, denn fiir sie werden die Lagrange-Gleichungen besonders einfach.

c¢) Allgemeiner Fall

Z (Tuuiju_'_WuVQV) =0 )

v

e BWGI:

e Lsg-Ansatz: (motiviert durch b))

w=1,..

,n

@) = D UnQa(t)  mit Qi(t) = Aycos(Qt + b))
A

— (.ju = ZUV)\Q)\
A

= - Z UV)\QiQA
A

einsetzen

Y (Wi = 93T ) Un@a =0

vA

da die @) linear unabhéngig sind, folgt:

> (Wi = 9370 ) Uia = 0

v

e Losbarkeitsbed. :

det (W~ T0) =0

= (i.d.R. paarweise verschiedene) reelle Wurzeln 0 < Q2 < ... < Q2

o Einsetzen der Q3 in () liefert Trafo-Matrix U:

— U'wu

— simultane Diagonalisierung von W, T

Details: Anhang A.5, sowie [Kuy|, Kap. 13.2; [Fli], Kap. 25; [Gol], Kap. 10

(insb. 10.2)
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e Konsistenz:

L =T-W
= %Z (qHTMVQV - QuWHVq’/>
ng
_ %Z (Q§ _ Q?\Q)\> (wie bei b))
A

5.4.3 Anwendungen

a) Zwei gekoppelte Oszillatoren

/ |
K, K, k, Z
sAVAVAS SAVAVAS SAVAVAS 7
m, m, ?
> —» 7

q; qz

. T= i+t = % > Tl
},LV

identifiziere T11 =mp = T1 s T22 =My = T2 s T12 = T21 =0

k1 ko

o U= 5 CJ%JF? %
k

. V= %(%_%)2

1
— W = U—l—V:§<k1q%+k2q§+kl2(ﬁ—2(11(12"‘(]3))

1
= 3 Z Wy
},Ll/
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mit Wll = kl + k12 ) W12 = W21 = _k12 ; W22 = k2 + k12

) mp 0 ¢ ki+ ki —Fkio Q1
- L= 2{(q1,qz) ( 0 mo ) ( ¢ (41, 42) —ki2 ko + ka2 42
(Problem von Typ b))

Schritt (1): Diagonalisiere D, = —2«

\ ,T;LTV

kitkio 02 k1o
my Vmima
—_ — 0
_ k1o ko+kia 0?2
Vmima ma
(lﬁ + k1o _ Qg) (kfz + k1o _ Qg) B k%g —0
mq mo 1My

= QiQ == +§

1
(/{71 + /{712+/{72 + k12>:|:

DO | =

my ma my ma mimso

(kl +7€12_7€2 +k12)2+ 4k%2 ]2

Spezialfall: m; =mo=m , ki=k =k

o Q%QZI{Z—Flei@
’ m m
2
“— QO = E’ Qy = kot 2k
m m

Schritt (2): Bestimme U

k+k12_92 __ k12 U 0
(™ e ) () -(0) - A

Einsetzen von Q2, Q%: Uy =Uy , Up=—-Ux

1
Forderung : ur=u' < g:_<1 1):gT
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Schritt (3):

U
Trafo: ¢q.(t) = Z A cos(St + 0y)
)
1
explizit : ¢ 1(t) = Aj cos(it + 01) + Ag cos(Qat + 52)}

{
@e(t) = {Al cos(4t + 1) — Az cos(Qat + 52)}

NN\

- f Ay cos 0y + Ay cos do
T Ajcosdy — Ay cos dy

(1)

(2)

\/—_ EA 1821 sin 07 + As€)y sin 52§ (3)

= — = (A1 Q1 sin 6y — Ay sin b, (4)

— Aycosdy =0 — Ajcosd =+vV2mA
— A;sind; =0
(SN
0

Ay sindy = 0
s tan51:0, 51:0, A1:v2mA

symmetrische

- qi(t) = Acosht = (1) Normalschwingung




5.4 Oszillatorprobleme I1
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- q1(t) = AcosQat = —qa(t)

antisymmetrische
Normalschwingung

[k + 2k [k
beachte : Oy = + 21 > — =
m m

Dies geht einher mit der Tatsache, dass im antisymmetrischen Fall mehr

Energie im System gespeichert ist:

B 1 k+ ki —kp AN g
Es = WS(O)—Q(A’A)< —k12 k+k12)(/‘)_m

k 4+ Eio

Es = WA(O):%(A,—A)< o

_k12 A _ 2
) ()=

3)  @0)=A4, ¢0)=¢(0)=4¢(0)=0

ANNANNAN

AANNANNN

Losung:
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A B (U + W)t (Q — W)t
a(t) = 3 < cos ()4t + cos ta) = Acos i cos 5
@) = 5(005 Ot — cos ta) — —Asin (4 ‘; 2)t sin (€ . 2)t

—  Schwebungen

ANEEE SRS RN AN AN

o
&
[ERN
o
SN
(63}
N
o
N
a1

Abbildung 5.6: Schwebung fiir 0 = 1, Q9 = 1.5, ¢1(t): schwarz, go(t): rot
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A

! -‘ID o =
s
B 1 T T s Y O O

1T rrrrTr T T T T T T T T T T T T T T
5 10 15 20 25

t

Abbildung 5.7: Schwebung fiir Q; = 1, Qy = /3, ¢1(1): schwarz, ¢o(t): rot

Spezialfall: k1o < k&  (schwache Kopplung)

O k
A=112 ~0

¢ (t) = Acos At cos Qqt
2 k

Go(t) = —Asin At sin 4t

H le

- L
rrrrrrrrrrrrrrr T T T T T T T T T TTT
0 50 100 150 200 250

t

Abbildung 5.8: Schwebung fiir ; = 1, Qs = 1.05, ¢1(t): schwarz, go(t): rot
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b) Schwingungen eines dreiatomigen linearen Molekiils

k k
m M m
qd, d> d;
m . 1
o T = _(Q%+q§) +— q; — 5 ZTuyqqu
2 2 2 "
m 0 0
=0 M 0
0 0 m
[ U = 0
k 2k 2
R (RS (8
* S\~ @) + 58— %
k
= 35 (CJ% +2¢5 + G — 20142 — 26]293)
1
- 3 > Wintud
uv
k- —k 0
W=\ -k 2t -k
0 —k k
— ebenfalls Problem vom Typ b)
. . . .. W
Schritt (1): Diagonalisiere D, = irs
k 2 k
w Y w0
— __k 2k Q2 __k =0
vmM —m vmM
0 - kM el U
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- | =0, 92:\/%, 93:,/%(1+2ﬁm)

Aus Ql =0 fOlgt Ql =0 — Ql(t) = Alt + Bl

Genauere Diskussion (siehe Anhang A.6) liefert die folgende Veranschauli-
chung der Normalschwingungen

Q- ° — ° — ° — Translation
Qy o — ° «— @
Qs : — o P — — o

Literatur: [Gol], Kap. 10.4

5.4.4 Ubergang zum Kontinuum: schwingende Saite

a) Lineare Oszillatorkette (klassisches Modell fiir eindimensionales Kristallgit-
ter)

N
I
| 3
WE
=

2
k

° U = 5(@%4‘6112\/)
k

i Vo= 5{((12—(]1)24‘((13—(]2)24‘---4‘(QN—QNA)Z}
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Festlegung:  qo(t) = gn+1(t) =0  ”Randbedingungen”

o V1 )
— W:U+V:§Z<qu_qwl>
pn=1
d OL
BWCIs: L2
WGls dt 96 may
_ oL _ W
Oqx Oqx
= k(QAJrl_QQ)\"‘q}\fl)a A=1,..,N

Zur Losung der BWGIs: [DL], Kap. 6.1.3.3

b) Transversale Schwingungen

A

(N+1)d=L

Man findet (fiir kleine Auslenkungen) dieselben BWGIs wie bei a):
. T
mq}\_E(Q)\—l—l_QQ)\‘l“Q)\—l) = 0, A=1.,N
7 . Fadenspannung

Literatur: [DL], Kap. 6.1.4

¢) Kontinuumsiibergang

N—oo, d—0 : (N +1)d= L = konst.

m-—0, d—20 % = p = konst.
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(t) — q(z,1)

BWGH: @ o Tdglz+dt) —2q(z,t) +q(x —d,t)
o m d>
T d%q
% _
p 0x?
- 0?q 10% eindimensionale Wellengleichung
92 o (partielle DGI)

mit v = \/f '"Phasengeschwindigkeit’
p
Losungen: stehende + laufende Wellen

Literatur: [Kuy], Kap. 13.3

Weiterfithrender Gesichtspunkt: Lagrange- (und Hamilton-) Formalismus
fiir Felder

Literatur: [Blo], Kap. 10; [Fli], Teil VIII, insb. Kap. 30+33; [Gol], Kap. 11
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Kapitel 6

Hamilton’sche Mechanik

e Formale Weiterentwicklung der Theorie

e Ankniipfungs- und Ausgangspunkt fiir Quantenmechanik (+ statistische
Mechanik — Thermodynamik)

6.1 Hamilton’sche (Kanonische) Bewegungsglei-
chungen

Ausgangspunkt: Hamiltonfunktion

H=> pugu—L

I

L=Liqat): H=HC)

Zur Kldrung der unabhéngigen Variablen betrachte totales Differential

dH = d(}jlmqi—IXQAit»

oL oL oL
= pudq, + q.dp, — =— dq, — =— dq, p — = dt
;{H K L aqu K aqu K ot

L
benutze Lg — Gllen: = Z {q'udpu — pudqu} — ?9—75 dt
n
= H(q,p,1)

andererseits:

OH OH OH
dH(q,p.t) = {a_ dg + 5~ dpu} + ot
— | 94, Dy

145
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: . oOH . oOH 0H oL
Vergleich — Pp=—75—, qu = T (W = _E)
o

— Hamilton’sche (Kanonische) Gleichungen

Bemerkungen:

(i) Kanonische Gl. <= Lg.-Gl. <= Ham. Prinzip <= Newton II

Beweis der Aquivalenz zu den Lagrange-Gleichungen:

L = ZPMQM_H
m

— dL = > (ndi, + dudp,) — dH(a,p,?)
m
OH OH OH
- dd, + Gudp, — —— dg, — S d )——dt
; (pu -l = 5o gy — 5 dpu) =5
benutze ) . ) . oH
kanonische GI. - Z (p“ 4+ Gudpp + Pudd = Gudpp ) ot dt
m
= dL(q,q,1)
OL OL OL
— oZdg, + £ ddy) + 5 dt
; (8(]“ g, ot
Pu= 5ot
B O . d OL 0L 0
s _—— — =
p“ Oqp
(ii) Beispiel 1: eindimensionaler Oszillator
L =T-U= %(:ﬁ—w?x?)
H = p;i:—L:mj:j:—%:t2+%w2x2:%(jt2+w2x2> =T+U=F
oL : .
p=——=mi <= I=-—
ot m

2

m
— H(:U,p):2p—m+5w2x

Beachte, dass & zugunsten von p eliminiert wurde, um H ordnungsgeméf
als Funktion der unabhéngigen Variablen x, p auszudriicken

2

BWGL: p=-2 = _muis i+ w?z =0
H T
=94 _p =D

op m m



6.1 Hamilton’sche Bewegungsgleichungen 147

H
8—:0 — H = E = konst.
ot
o0H oL dH oOH
== H =konst. falls — =
(iii) pr T prl e onst. falls pr 0

(iv) System mit n := 3N — k Freiheitsgraden:

Lg —Gl'en = n— DGI's 2. Ordnung

(20 ABs 4,(0).4,(0), p1=1,...n)
Hamilton — Gl'en = 2n — DGI’s 1. Ordnung

(2n ABs ¢,(0),p.(0), p=1,...,n)

(v) Legendre-Transformation: Wechsel der unabhéngigen Variablen ohne Infor-
mationsverlust

Gegeben f(z) relo au g(u)

d d
Transformation : u(z) = Ll — df = & dr =u dx
dx dx
Ansatz: ¢ = f—ux
— dg = d(f—ux)=df —udr —x du=—z du= Zg du
u
_dg

Legendre-Transformation ist umkehrbar eindeutig, falls 327]; #0

d d
o) = fo() ~2() L s f(a) = glu(a)) ~ula) 2
. Trafo z—u . 8f
Erweiterung : f=f(z,y) — g=g(u,y) mit wu(x,y)= o
< df:g—f a—fdy—udx—l—g—fdy
Ansatz : g = f—ux

— dg = udm—i-g—‘z];dy—udx—xdu

= —xdu+gdy
dy
= 99 4 Wy,

ou 8d
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— g =g(u,y)
o9 oy _of

— :E:

o oy Oy
einfache Anwendung:
. Trafo
L= L(g,q) — H = H(q,p)
T

p(e,4) =55 & dla.p) =51

oL
H = — ¢— L ist negative Legendre — Trafo von L (und umgekehrt)

ag 1
Dasselbe gilt fiir n Freiheitsgrade.

(vi) Beispiel 2: Zentralkraftproblem in Polarkoordinaten

. . _T .9 2.2\ o ..
L=T U—Q(r +7%4%) = U(r) = L(r,7,¢)

oL oL ou
B l: — = : — = N2
Wale e = or =" T o
= Dr
L L
g_gb = mrip, g—gp =0 (¢ zyklisch)
= p<p
mit — mro?® + v
— 7 or

2P +2rip = 0

H = pi+pep— L) mit 7=2 ud ¢=-"L2
m mr
= p 2 P M (&)2 2(29@)2 U
Pr - pe 2<m +r (5 ) |+ UG)
2 2
p
= I U

2m  2mr?
= H(r7pr7p<p)
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BWGIL:
_ OH Py ou _ OH 0
b= or mr3  Or Pe = dp
OH D ) OH Do
T = = — s ()0 = —
op, m op., mr?
<= Lagrange-Gleichungen
Beachte:

uneinheitliche, problematische Schreibweise :

2
H=E =27+ 2%+ U(r)

nur H=H(q,p,t) und L= L(q,4q,t)

L=T-U=2¢+ L2 _ ()

fithren auf die richtigen BWGIs!

(vii) Rezept

— Lege 3N — k generalisierte Koordinaten fest und bestimme Transfor-
mation

xi:xi<q17"'7Q3N7k7t> ) (Z:1773N)

Bestimme

— Berechne generalisierte Impulse

oL

%0 = pu(a,q,t)

Pu =

— Lose nach generalisierten Geschwindigkeiten auf
Pu — qM = Qu(Q7 p, t)

Setze in L ein

L(a,é(q,p,t),t) = L(q, p, 1)

— Berechne B
H(q,p,t) Zpuqu qQ,p,t) — L(q,p, t)

falls H = F :

H(q,p,t) =T(q,4(q,p,t),t) + U(q,t) + V(q,1)
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— Bilde (2(3N — k)) Hamilton-Gleichungen
(viii) ”Phasenraum”: wird aufgespannt durch
"Phasen(—punkte)” :  II = (q1...g35_k, P1---D3N—k)

—  Phasentrajektorie II(¢) charakterisiert Bewegung des Systems

Kenntnis des Phasenpunktes fiir einen Zeitpunkt ¢y geniigt zur Berechnung
von TI(t)

Hamilton—Gl’en
—

II(to) = 1o II(t)

Zustand des mechanischen Systems <=  Phasenpunkt II

— alle Observablen sind Funktionen der Phase : f = f(q,p,t) = f(IL, )

Literatur: [Jel] II, Kap. 15.3.1, 15.3.2

6.2 Poisson-Klammern

6.2.1 Definition und fundamentale Poisson-Klammern

d B of . of . of

< af(q,p,t) = % (—8% qu+—apu pu>+—3t
of OH  df OHN Of

- Z(_____>+E

Definition: Seien f, g skalare Observablen
_ of dg  9f 9y
{f’g}q,p . ; (8(]“ Op,  Op, aq)

Poisson-Klammer von f und g

- | -l
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Spezialfalle:
1) f=q
. H _ OH
= Qu = ap O Zusammenfassung :
(11) f = Pu H - {H7 H}qp
S — _9H
= P {pM’H}q,p - )

Fundamentale Poisson-Klammern:

{q,“ qu} = {pmpl/} =0
q,p q,p

{qu, by } = 5;w
q,p

0q, Op,  0q, Op,
{oerf,, = ;(8_3’;0; N,

= 25;0\51/)\ = 5uy
A

Beweis:

6.2.2 Algebraische Eigenschaften der Poisson-Klammer

e Antisymmetrie (oder Antikommutativitét)

{f, g}qp = —{g, f}q’p

insbesondere : { fi f } =0
a,p

e Linearitat
{lel + 02f279} = Cl{flvg} + C2{f27g}
a,p a,p a,p
e Nullelement
{c, f} =0 (mit ¢ = konst.)
a,p
e Produktregel

{ranj  =ofraf +n{raf |
Jacobi-Identitét

{f7 {g, h}q,p}q,p * {g, {h’ f}q,p}q,p - {h’ {f’g}q,p}q,p =0

Die Eigenschaften beweist man unmittelbar durch Einsetzen der Definition. Ele-
ganterer Nachweis der Jacobi-Identitét: [Nol] II, Kap. 2.4.3
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6.2.3 Wichtigkeit der Poisson-Klammer

Beispiel: Eindimensionaler Oszillator

m
+ w2x2

H(l‘,p) = 5

.
2m
P> m
BWGI : T = {IL‘,H} :{x,—+—w2x2}
z,p 2m 2 z,p
1 2 m 2{ 2}
- zm{x’p }x,ﬁ 2 YT L,

= £{att,p} + mwQ{x, az}
:B7p 1.7p

m
b
m
1
p = {p,H} z—{p,pQ} +Tw2{p,x2}
T,p 2m z,p 2 z,p

— i4+wlr=0

Die bekannte BWGI wurde gewonnen, ohne die Definition der Poisson-Klammer
zu verwenden. Lediglich die algebraischen Eigenschaften und die fundamentalen
Poisson-Klammern wurden benutzt.

Das fithrt auf die folgende Idee:

e Betrachte andere Objekte als Grundgrofien, z.B. lineare Operatoren

e Definiere fiir sie Klammersymbole durch die abstrakten Eigenschaften der
Poisson-Klammern

e Fordere Giiltigkeit der BWGI und der fundamentalen Poisson-Klammern

cum grano salis

Quantenmechanik
= andere Realisierung derselben mathematischen Struktur

KM: Poisson-Klammern = QM: "Kommutatoren”

Literatur: [Nol] II, Kap. 2.4.5
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6.3 Erweiterungen

(Literaturstudium)

6.3.1 Phasenraum und Satz von Liouville

Phasenraumportraits: [DL], Kap. 5.4.3

Statistische Mechanik + Satz von Liouville: [Kuy], Kap. 20; [Blo], Kap. 8.3 -
8.5

6.3.2 Kanonische Transformationen

< ”Phasentransformationen”

QCV = Qa(qu?t) O[:17...,TL
P, = P,(q,p,t) a=1,..,n

Hamilton-Gleichungen i.a. nicht forminvariant!

Man muss gewisse Bedingungen an die Phasentransformationen kniipfen, um
Forminvarianz der Hamilton-Gleichungen sicherzustellen. Die entsprechend ein-
geschrinkten Transformationen nennt man kanonische Transformationen. Man
findet: eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn die fundamentalen
Poisson-Klammern gelten:

{Qau@ﬁ} = {PCM7P,3} =0
0. @,
{Qu P} = s
a,p
Literatur: [Kuy], Kap. 18 + 19; [Jel] 11, Kap. 15.4; [Nol] II, Kap. 2.5
6.3.3 Hamilton-Jacobi-Theorie
— Ubergang zur Quanten-(Wellen-)Mechanik

Literatur: [Kuy], Kap. 21 + 22; [Nol] II, Kap. 3; [Gol], Kap. 9
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Anhang A

Erganzungen

A.1 Heuristische Einfiihrung der /-Funktion

(Dirac, 1920er Jahre)

Definition:
(i) =0, x#0
(i) / F(@)d(x) dz = £(0)

(wobei f eine beliebige Funktion ist)

Einige Folgerungen und Eigenschaften (ohne Beweis):

(i) (z) 2 oo
(ii) /00 d(z) dv =1 (folgt unmittelbar aus Def. (ii) fir f(z) =1)

(iii) Faltungssatz : /_00 f(z)é(x —a) de = f(a)

(iv) n—te Ableitung :

/ " F@)6™ (@ — a) dr = (—1)"f)(z — a)

(v) Skalierungseigenschaft :
/ F()6(az) dz = (0)
lal
1
abgekiirzte Notation :  d(azx) = ﬂcS(x)
a

155
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Erginzungen
(vi) Symmetrie :
o(x) = d(—x)
(vii) 0'(z) = o(x)
wobei 0(z) = { (1) i i 8

Heaviside'sche Stufenfunktion

(viii) Fourierintegral :
T) =g _Ooe x
Bemerkungen:

(i) Man kann die -Funktion als Grenzfunktion bestimmter Folgen auffassen,
z.B.

<z <

\Je}

Definition : de(z) =

—s d(z) = limd.(x)

e—0

(ii) Die rigorose mathematische Diskussion beruht auf der sogenannten Distri-
butionstheorie (eingefiithrt von L. Schwartz, 1950)
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A.2 Eigenschaften von Fourier-Transformations-
Paaren

FT-Paar F(t) «— F(w) (siehe Kap. 3.2.3 ¢))

1>
F(t) = F(w) e dw

2 J o

Flw) = /Oo F(t) et dt

(i) Symmetrie

=  F(t) «— 21F(—w)
(ii) Skalierungseigenschaft

= F(bt)<—>ﬁﬁ’(%), Vb e R

(iii) Zeit-Verschiebungs Eigenschaft

=  F(t—ty) «— F(w) e ™

(iv) Frequenzverschiebungs-Eigenschaft

—  F(t) €% — F(w—wp)
(v) Zeitableitung

pro) F(t) «— (iw)"F(w)

(vi) Zeitintegration

— / t F(t) dt’<—>%F(W)+7TF(O)5(W)

(vii) Linearitit

Falls Fi(t) «— Fi(w) und Fy(t) — Fy(w)
— ClFl(t) + bFQ(t) — aﬁ’l(w) + bﬁ’g(w)
Vab € C
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A.3 Kegelschnitte

e FEllipse:

Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei Brenn-
punkten F und F’ der Entfernung 2c¢ den gleichen Abstand r + ' = 2a
haben.

A

Es gilt:

a? = P4+ & ¢ = Va2—b = ca D<ex1

Bahn r(¢) in Polarkoordinaten

20 = r+7r
2a = 74+ /124 (20)2 + 2(2c)r cosp
& (2a—71)" = 244 +4der cosp

& 4a® —dar = 4c® + 4er cosg
sa*—c = (a+ccosp)r
a? — &2%a?
sSr = —————
a—+ea cosp
1—¢?
r = a—————
1+¢€cosep
ro= —2 mit p = a(1l — &?)

1+ecosep
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Bahn r(x,y) in kartesischen Koordinaten:
r= V(=0 +y r' = Vet +y?

damit kann man aus

20 = r+7r
die implizite Ellipsengleichung
r2 P
2 Ty T
mit b? = a? — ¢? herleiten.
e Parabel:
A
d P
oy
ro
¢ _
& -
<C F X
- C
® >
&
=
o

Eine Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, fiir die gilt:
r = d
oder

d = c+x =2c—rcosp =r
2
= r = 70 :L
1+ cosep 1+ecosp
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weiter ist abzulesen:

r = (c—x)* + 12
= (c+2)° = (c—x)+¢

s y? = dex

e Hyperbel:

Eine Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, mit

20 = r—1'
20 = 1 —\/r2+ 4+ 4der cosp

mit ¢ = ea fiir e > 1 folgt:

1—g?
r = a———
1+ecosp
p
S
1+ecosyp
mit p = a(l — &%)
9 2
z2
a? b?

mit b2 = —a
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A.4 Details zum starren Korper

Details zu den Eulerwinkeln und den Lagrange-Gleichungen fiir die Rotation eines
starren Korpers (siehe [DL], Kap. 6.3.5 + 6.3.6)

Eine beliebige Rotation um einen festen Punkt kann als Hintereinanderausfiihrung
von drei Rotationen um die sogenannten Euler-Winkel («, (3,7) aufgefasst wer-
den.

Raumfeste Korperfeste
Koordinaten Koordinaten
a / / / B "o v

(SC,y,Z) (LL‘DIQ,SL’3) (x17x27x3> ($17I2,$3)

rxp =D _ D, D rrp=DTgr

Jede dieser Rotationen wird durch eine Drehmatrix ausgedriickt. Das Produkt
der Drehmatrizen (beachte Reihenfolge!) charakterisiert die Gesamtdrehung.

Drehung 1: Drehe Koordinatensystem um « (im Gegenuhrzeigersinn) um z-Achse:

x) cosa sina 0 x
rh | = | —sina cosa 0 Yy (r'=D rgr)
xh 0 0 1 z

Drehung 2: Drehe das neue System (S’) um § (im Gegenuhrzeigersinn) um
x-Achse:

xy 1 0 0 x)
=] 0 cosB sing @ (x"=D 5 r')
xy 0 —sinf cosf3 xh

Drehung 3: Drehe das neue System (S”) um « (im Gegenuhrzeigersinn) um
x4-Achse:

x cosy siny 0 xy
29 | = | —siny cosy 0 ) (rxkp=D 1)

T3 0 0 1 xh
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Multiplikation der Matrizen:

D =D D _ D

= Z,=Zp5=a

COS (v cOS Y — sin v cos 3 sin 7y sin acosy + cosacos Bsiny  sin Fsin-y

= —cosasiny —sinacos fcosy —sinasiny + cosacos 3 cosy sin 3 cosy
sin «r sin 3 —cosasin 8 cos 3

Da sich die Gesamtdrehung aus den drei Einzeldrehungen zusammensetzt, ist
der Drehvektor w (der die Lage des KF-Systems zum RF-System beschreibt) die
Summe der drei zugehorigen Drehvektoren:

W =Wy t+wg+w,
Gesucht sind die KF-Zerlegungen dieser Vektoren.

(i) w, zeigt im RF-System in z-Richtung (siche Drehung 1). Ein Vektor im
RF-System wird auf das KF-System umgerechnet durch Anwendung von

f— == =a
aq 0 asin G siny
— Wy = Qo = D[ O = asin 3 cos y
KF . =\ . .
Qs Q & cos (3
|
0 (denn bei der 1. Drehung
D D 0 andert sich die Kompo—
=y=2p nentenzerlegung von w,

natiirlich nicht)

(ii) wg zeigt im S’ (und S”)-System in Richtung der Knotenlinie (2} = z7). Der
Ubergang ins KF-System wird durch D ., vermittelt:

b : oo
wg = B = D 0 = —[siny
KF F) "\ o 0

(ili) w., zeigt im S”- und im KF-System in Richtung von 24 = z3:
gl 0 0

w,| =| | =D 0]=10

Vs ) )
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Zusammensetzung: (w, = &y + B + Vi)
wp = dsinﬁsin’y—i—ﬁfosy
Wo ésin B cosy — Bsiny

wy = asinf+75

Im HA-System gilt
1
Trot = 5 Z @kw]z
k
1
= 5 (@1&)% + @ng + @3&)?2’)
1 . .
= 5 {@1 (d2 sin? Bsin? v + 3% cos® v + 243 sin 3 sin 7 cos ’y)
+ O, (d2 sin® 3 cos? v + 3% sin® v — 2603 sin B sin v cos fy)
+ O3 (d2 cos? 3+ 4% + 2 cos ﬂ) }
= Thot (677 O‘BV)
Lagrange-Gleichungen fiir

Lot = Toor = U = T (87,637 = U a7

i aTrot - aTrot . _a_U N ig
dt 8qk 8qk n 8Qk . :
a3 ="

Andeutung der expliziten Auswertung

43 =7 -

a71’01?
9y

. . . daTrot - . « A . .
= @3(7—1-04(3085) — o 5 (%,(acosﬁ—aﬁsmﬁ%—’y)

aTro . . . . . . . . . .
° L = o, <a2 sin? #sin y cosy — 4% sin y cos v + &F sin 3 cos® v — 3 sin 3 sin’ fy)

Iy
+ @2( — &%sin® Bsinycosy + (% siny cosy — af sin 3 cos® v + dﬁ.SinﬁsinQW)
O3 (dcos 8 — aBsin B+ 4)
—  Lg-Gl.: - (@1 - @2) { ((542 sin® 3 — ﬁQ) sin 7y cos y
+ dﬁsinﬁ(coszw — siany)} - _Z_Z
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Behauptung:
ou
Lg — GL <~ @3@3 — (@1 — @2)(,(.)1(4.)2 = —a—
g
zu zeigen ist lediglich
Wiwy = (d sin Bsiny + 3 cos 'y) (d sin 3 cos y — Bsin 7)

= &?sin® Bsinycosy + afsin 3 cos®
— 52 sin y cos y — dﬁ sin 3 sin? v
= (d2 sin 0 — 62) siny cosy + &f3 sinﬁ(cosny — sin® fy)

Entsprechende (ldnglichere) Rechnungen fiir ¢; = o und ¢o =  fiihren auf:
QG =a:

d{ (@1 sin? v 4+ O, cos? fy) sin? 3 + O cos” ﬁ}

+ 243(0; sin?y + O cos® y — O3) sin 3 cos B

+ 243(0;1 — ©5) sin® Bsiny cosy + (01 — O;) sin Bsiny cos y
+ 5 (©1 — ©5) cos Bsin~y cosy

) ou
* 5’7{(@1 — ©s) (cosy —siny) — @3} sinf+ 5050083 = —=
@ =0:
d(@1 - @2) sin 3 sin 7y cos 7y
+ &2 (@3 — Oy sin? v — Oy cos? 7) sin (3 cos (3
+ Oﬂ"{@g + (@1 — @2) ( cos® vy — sin? 7)} sin 3
"—ﬁ(@l COS2 Y + @2 Sin2 fy) — 257(@1 — @2) Sin’}/COS’}/ — _g_g
Linearkombinationen der drei BWGI fiithren auf
1
©11 — (02 — O3)waws = sin 3 ( — sin Vg—g — sin 3 cos ’yg—g + cos Bsin 72—3)

M,
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sowie

1 ou ou
Oy — (@3 — @1)w3w1 = S ( — Cos yg—g + sin A sin 7% + cos 3 cos 7%>
= M2
Zusammenfassung (mit M3 = —‘?)—g):

O,w; — (@2 — @3)w2w3 = M,
Oy — (@3 - @1)w3w1 = M, Euler — Gleichungen
Ozws — (@1 — @2)w1w2 = M;
bzw. > ein(Owin — M) — (0; = 0;)ww; = 0
k
1 (ijk) zyklisch
mit €ijk = -1 (1jk) antizyklisch

0 sonst
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A.5 Details zur Lésung der BWGIs gekoppelter
Oszillatoren

Ausgangspunkt: Homogenes Gleichungssystem (*) (siehe Kapitel 5.4.2 ¢))

> (Wi = 9370 ) Uir = 0

— E,, W,ul/Uu)\ = Qi Zu T,ul/Uu)\ | ' EH UMX

Zu WWUV/\’ = Q%« Zu THVUVX | ) ZH Uu/\
— Z (Uu)\’ WMVUV)\ - UMAWMVUV)\’)
v

= Z (QiUuA’TuuUuA - Qi/ UMTMVUVX>

pv

Zur Weiterverarbeitung benutze Symmetrie der Matrizen T', W und vertausche
Summationsindices auf geeignete Weise.

— R,S — Qi Z UM}\’T,LLVUVA - Qi/ Z U,LL)\TI/,LLUI/)\’
pv uv
— Qi Z UH)\’TMVUVA - Qi/ Z UV)‘TH/VUH)\I

nv 0

— (Qi . Qi) S UL T U
uv

LS = Z UHXWMVUVA — Z UHAWuuUuA/

v v
= Z Uu)\’ WMVUVA - Z UV)\WMVUM)\/ =0
uv v

Aus LS = RS = 0 folgt aufgrund der Voraussetzung Q3 # 3, :
> UL T WU =0 fiir \' # A
Qv
Fir N =\ folgt aus T = %Ew T0Gugy >0 :
> ULTuUn >0
wy

Wahle Normierung : Z U;‘\FMTWUV)\ =1

nv
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ing Z U;MTMVUII)\ = 5)\)\’ (gTz Q - 1>
v

Dann folgt aus (g — 22£>

I
I
@)

2

UT

=

1=
I

[

T U -

[F)

I

und W werden simultan von U diagonalisiert.
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A.6 Niheres zum dreiatomigen Molekiil

1) Auswertung der Sékulargleichung

= 0=
, 2k2 Lk 2k L 2k
sowie W—Q(—+M)+Q “oor Y
k 2m
- (- L+2)) -
m Jr]\4 0

— 07=0

k 2m
92:_(1 —)
3T m + M

2) Bestimmung der Transformations-Matrix

k 2 k
w N~ 0 Ui 0
g __k 2k QQ __k U. — 0
it M B~ 7w 22
0 —Zm w B/ \Un 0

Einsetzen der Eigenfrequenzen:

Ql =0:
%Un - —%Uzl =0 i
- %MUnﬂL%Um——%Um:O = U, =« 1
- /—:LMUm + %Ui’)l =0 i
0z k
— iU = 1
NTALCR k(& — 2)Us — \/ﬁUm =0|= U,=¢0




A.6 Néheres zum dreiatomigen Molekiil

0F = E(1+37)

Uiz — A=Us =0 —5/
— AUy — Uy — U3 =0 | = U, ;=7 1
—_k — 2k = 1 /M
Vmar 2z~ Uss =0 —2\m
E 8 1/
= U= « 0 o
W JENL
a/Ip @ an/qf
Ut = B 0 -p
Ay 3
QQ% +a? +a2% 0 0
— U'U= 0 2(° 0
0 0 T4+
Normierung 2 M
1+—)=1 = =
a‘(l1+—) a T om
1
282 =1 <= (= 7
1 2m
M4+=—7)=1 = 7=
vt 5 Y=\ om
/M 1 _ M
M+2m V2 2(M+2m)
_ M 2m
= U= \/ M+2m 0 M+2m
m 1 M
M+2m V2 2(M+2m)
Allgemeine Losung:
1 1 M
— t) = — ) —
() VM +2m @) V2m (1) 2m(M + 2m)
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QQ (t) = A2 COS(QQt + 52)
Qg (t) = Ag COS(Qgt + 53)

Ergédnzungen

3) Anfangsbedingungen zum Herausschélen der Normalschwingungen

Fall (i) :

Fall (i) :

Fall (iii) :

01(0) = q2(0) =¢q3(0) =0

91(0) = 42(0) = %(O) = Vg

@) = q(t) =gs(t) = vol
(Translation)

¢1(0) = A=—¢(0), ¢(0)=0
@1(0) = ¢2(0) =¢3(0) =0

q1(t) = AcosQat = —q5(t)
@) = 0

0(0) = @(0)=—-A, (0)=—--A
q1(0) = ¢(0) =¢3(0) =0

@(t) = —AcosQst = ¢3(t)
2m
@(t) = WA cos (3t



Anhang B

Ubungen

Ubungsblatt 0

Anwesenheitsiibung: 02.11.2005
Aufgabe 1

Kreisbewegung in verschiedenen Basissystemen

In kartesischen Koordinaten wird die Bewe-
gung eines Massenpunkts auf einer Kreis-
bahn durch den Ortsvektor

7 = Rcoswt-é, + Rsinwt - €,
B Rcoswt
N R sin wt
beschrieben. R ist der Radius des Kreises und

> > w die Winkelgeschwindigkeit oder Kreisfre-
€y * quenz.

In ebenen Polarkoordinaten kann der Vektor viel einfacher als

Fo= RG(t) = (g)

dargestellt werden. Es ist jedoch zu beachten, dass die Basis €, €, dieses Koor-
dinatensystems mit der Kreisfrequenz w des Massenpunktes mitrotiert.

1. Stelle die Einheitsvektoren der Polardarstellung €, und €, in kartesischen
Koordinaten dar.

171
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2. Berechne ihre Ableitung nach der Zeit t.

3. Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor ¢ = fl—f in beiden Darstellungen?

4. Wie grof ist jeweils sein Betrag v = |0]?
5. Zeige das die Kreisbewegung den Fldchensatz (s. [Liic|, Kap 3.4) erfiillt.
6. Berechne mit dem Fléchensatz die von der Bahnkurve eingeschlossene Fléache.

7. Wie lautet der Beschleunigungsvektor @ = 4 = @7 in beiden Darstellun-

dt a?
gen?

8. Wie grof ist jeweils sein Betrag a = |a|?

Aufgabe 2
Gradient, Rotation und Divergenz

1. Berechne den Gradienten des skalaren Feldes F(z,y,2) = F,(2* + 3> + 2?)
in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordinaten.

2. Berechne Rotation und Divergenz des Vektorfeldes

r24q?

o mit 7? = 2° + y* + 2*und A,,a € R

r24a2

3. Versuche ein Skalarfeld ® zu finden, fiir das Vo =A gilt.

Aufgabe 3
Taylorreihenentwicklung

Entwickle die Funktion

x
bis zur zweiten Ordnung nach TAYLOR.

fz) =
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Anmerkungen:

Gradient, Divergenz und Rotation werden in der theoretischen Physik gerne mit
Hilfe des Nabla-Operators V notiert:

Gradient einer skalaren Funktion f(7) Vf(7) (Produkt mit Skalar)
Divergenz eines Vektorfeldes A(7) V- A(7) (Skalarprodukt)

—

Rotation eines Vektorfeldes A(7) V x A(7)  (Kreuzprodukt)

Wie die Ableitung nach einem freien Parameter hat der Nabla-Operator in ver-
schiedenen Basissystemen im allgemeinen eine unterschiedliche Gestalt:

kartesische Koordinaten 7= (z,y,2) V =

Zylinderkoordinaten F=(rpz2) V=

Kugelkoordinaten 7= (r,v,p) V= %7 %a%’ rsilms %)

Zum Beispiel:

L oo 0A(R) | 10A(F) | 0A(F)
VoAl = or +r8g0+8z

ist die Divergenz eines Vektorfeldes /_f(f') in Zylinderkoordinaten
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Ubungsblatt 1

Vorrechnen & Diskussion: 09.11.2005

Aufgabe 1
klassisches Wurfproblem
Ein Massenpunkt verldsst den Boden (Anfangspunkt: Ursprung) mit der Ge-

schwindigkeit [vh] = wvo unter dem Winkel (€, - ¥p/v9) = cosa. Es wirkt die
Schwerkraft mit g = 9.8 3. Reibungseffekte sind vernachléssigbar.

1. Welcher Wurfwinkel ist bei vorgegebener Geschwindigkeit notwendig, damit
der Massenpunkt eine vorgegebene Stelle 7, = (z., 0, 0) erreicht?

2. Wie viel Zeit benétigt er dafiir?

3. Was ist die maximale Hohe dieser Flughahn und zu welchem Zeitpunkt
wird sie erreicht?

4. Mit welcher Geschwindigkeit trifft der Massenpunkt den Zielpunkt?

5. Was ist die maximale Entfernung x. ., die bei vorgegebenem vy moglich
ist?

6. Unter welchem Wurfwinkel wird diese Entfernung erreicht?

Aufgabe 2

Flussiiberquerung

Ein Boot iiberquert mit der konstanten Geschwindigkeit vy, einen Fluss der Breite
b senkrecht zu dessen Stromungsrichtung. Die Stromung hat einen parabolischen
Verlauf: in der Mitte ist die Stromungsgeschwindigkeit v mit v(b/2) = v, am
grofften und an beiden Ufern ist v = 0.
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\

vc:

0 v
m

Abbildung B.1: Strémungsprofil des Flusses

2.a) Gib das Geschwindigkeitsprofil des Flusses an.
2.b) Welche Bahnkurve beschreibt das Boot?

2.c) Wo liegt der Landepunkt?

2.d) Wie lange dauert die Uberfahrt?

Nun fahrt das Boot nicht mehr senkrecht zur Stromungsrichtung, sondern in
einem Winkel v gegen die Stromung. (Wenn « = 7/2 ist, fihrt das Boot direkt
gegen die Stromung)

2.e) In welche (konstante) Richtung  muss das Boot steuern, damit der Lande-
punkt auf gleicher Hohe mit dem Startpunkt ist? (Start- und Landepunkt
liegen auf einer Senkrechten zur Stromungsrichtung)

2.f) Welche Bahnkurve beschreibt das Boot jetzt?
2.g) Wie lange dauert die Uberfahrt?

Aufgabe 3
Bahnkurve

Ein Punkt durchlauft von t, = 0 bis t, = 1 eine Kurve die durch den Ortsvektor

x(t) coswt - Rsinmt
rt) = | y) | = sinwt - Rsinmt
2(t) cos mt

beschrieben werden kann
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1. Beschreibe die Kurve, die der Ortsvektor durchlauft. Welche Rolle spielen
R und w?

2. Berechne die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Punktes zum
Zeitpunkt t.

Aufgabe 4
Transformation zwischen Bezugssystemen

Ein sich bewegender Massenpunkt wird in einem Inertialsystem S und einem
anderen Bezugsystem S’ betrachtet. Dieses bewege sich mit der Geschwindig-
keit ¥,¢1(t) von S weg. Die Koordinaten werden so gewéhlt, dass v, (t) in beiden
Bezugssystemen nur eine z-Komponente hat. Die Zeit verlauft in beiden Bezugs-
systemen gleich schnell (' = t). Zur Zeit ¢t = ¢ = 0 haben sich die Urspriinge in
einem Punkt gekreuzt. Im Inertialsystem S geniigt der Massenpunkt der NEW-
TON’schen Bewegungsgleichung

mit = F (B.1)
v
Ay Ay’
;: 7_‘; Urel
% T rel A =
z ®t x z’ @t, x
S S’

Abbildung B.2: Darstellung der Bahnkurve eines Massenpunktes in zwei, sich von
einander entfernenden Koordinatensystemen S und S’

1. Stelle die Transformation T'(T,e(t)) : 7 1 auf.

2. Wie lautet die Bewegungsgleichung des Massenpunktes aus der Sicht von
S’ wenn vy (t) = at mit konstantem a ist?

3. Wie muss ¥, (t) gewahlt werden, damit die Bewegungsgleichung (B.1) unter
der Transformation 7' (¥, (t)) : 7+ r/ invariant bleibt.
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4. Die GALILEI-Transformation G(7el, Urel) @ T 77 ist definiert durch?:
G(ﬁela 171‘61) o F(t) = F(t) - Frel - ﬁrelt f;ela 17rel = const
Zeige, dass diese GALILEI-Transformationen eine ABEL’sche Gruppe bil-
den.
5. Anwendung der Galileitransformationen:
Ein Physiker fahrt in einem Zug, der relativ zur Erde mit konstanter Ge-
schwindigkeit fihrt. Am Bahndamm sieht er
(a) einen Jungen (reibungsfrei) einen Ball werfen (senkrecht oder schrég)
(b) jemanden ein Federpendel betrachten
(c) ein stehendes oder rollendes Rad
Uberlege qualitativ, welche Bahnkurven der Physiker sicht.
Aufgabe 5

Tiefe eines Brunnens

Um die Tiefe eines Brunnens zu bestimmen, ldsst man einen Stein in diesen
fallen und misst die Zeit ¢ bis zum Aufschlag. Das Schwerefeld kann als homogen
angenommen werden. Es wird ein ausreichend schwerer und aerodynamischer
Stein gewéhlt, so dass Reibungseffekte mit Luft vernachlissigt werden konnen.
Die Zeit, die der Schall (Geschwindigkeit ¢) des Aufschlags braucht, bis er den
Rand des Brunnens erreicht, ist jedoch signifikant.

1.

2.

Berechne die Tiefe des Brunnens

In realistischen Fillen ist ¢ > 2gt. Gib die ersten drei Terme einer Reihen-
entwicklung an.

Bei einem Brunnen auf der Erde (¢ = 9.81m/s? ¢ = 330m/s) wird eine
Fallzeit von 4.0 s gemessen. Welche Tiefe wird nach 1.-3. Ordnung und exakt
ermittelt?

!Die vollstindigen Galileitransformationen enthalten noch eine konstante Drehung der Be-
zugssysteme untereinander und einen Zeitoffset. Allerdings werden die Bezugssysteme meist so
gewdhlt, dass diese verschwinden.
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Ubungsblatt 2

Anwesenheitsiibung: 16.11.2005

Aufgabe 1
Bergsteiger
z 4 Zwei Bergsteiger, die gleich groff und
zg Wind schwer sind, wollen vom Tal (Ur-
sprung) eine Hiitte bei (zy, zg) be-
suchen. Bergsteiger I will iiber den
- 'ﬁtﬂ\r Gipfel bei (z¢, z¢) steigen. Sein Weg
kann als Parabel 2 = —(x—x¢)?+2¢
mit x € [0, xy] beschrieben werden.
Lg‘ Der Bergsteiger II hat sich fiir den
I II direkten Weg zur Hiitte entschieden.
Im Moment herrscht Windstille. Die
Hiitte ist in 2-Richtung 1.5 mal wei-
0 Xg Xy x ter entfernt als der Gipfel.

1.a) Wihle eine geeignete Parametrisierung der Wege, und bestimme die Abhéngig-
keiten zwischen x¢, 25, gy, und zgy. Die weiteren Ergebnisse sollen — wenn
moglich — in Abhéngigkeit von zs angegeben werden.

1.b) Welche Arbeit muss jeder Bergsteiger verrichten?

l.c) Im Herbst wollen die Bergsteiger wieder auf ihren Wegen zur Hiitte wan-
dern. Diesmal bldst ein Wind, der eine sténdig wirkende Kraft Fy (z) =
— Fy ze, verursacht. Welche Arbeit miissen die Bergsteiger diesmal verrich-
ten?

1.d) Zahlenbeispiel: Jeder Bergsteiger wiegt (mit Gepéck) 83.4 kg, der Gipfel ist
1141 m hoch. Die Schwerebeschleunigung betrigt 9.81 5 in —z-Richtung.

Die Windstérke? betriigt Fyy = 2.31 %.

2Die hier eingefithrte Windstérke ist natiirlich keine brauchbare physikalische Grofie.
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Aufgabe 2

Ballistisches Pendel

o N E IE

(1) (2) (3)

Abbildung B.3: Ballistisches Pendel vor (1) und wéhrend (2) dem Sto sowie
beim Umkehrpunkt (3)

Eine Kugel mit der Masse m trifft mit der Geschwindigkeit v senkrecht auf
den Schwerpunkt eines ruhenden Klotzes mit der Masse M. Dieser ist als bal-
listisches Pendel aufgehéngt (siche Abb. B.3). Infolge des Riickstoes (mit der
Geschwindigkeit V') wird der Klotz auf die Hohe h angehoben. Betrachte bei den
Rechnungen die beiden Fille:

e Die Kugel bleibt im Klotz stecken (inelastischer Stof)

e Die Kugel prallt vom Klotz ab ((vollkommen-)elastischer Stof})
Berechne fiir die drei vorgegebenen Gréfien jeweils die beiden gesuchten:
2.a) gegeben: m, M, v; gesucht: V., h
gegeben: m, M, h; gesucht: v, V

2.c

2.b
gegeben: v, V| h; gesucht: m, M

2.e

)
)
)

2.d) gegeben: m, v, h; gesucht: M, V
) gegeben: m, M, V; gesucht: v, h
)

2.f) gegeben: M, V, h; gesucht: m, v
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Aufgabe 3
Hantel I

Zwei Massen m; und my sind durch eine (masselose) Stange der Léange [ miteinan-
der verbunden. Jemand wirft diese Hantel irgendwann in eine beliebige Richtung.

3.a) Formuliere die Bewegungsgleichung fiir die Hantel im Schwerefeld der Erde.
3.b) Transformiere die Bewegungsgleichung in das Schwerpunktsystem.

3.d) Welche Bahnkurve beschreibt der Relativvektor?

)
)
3.c) Lose die Bewegungsgleichungen.
)
3.e)

Bestimme den Bahndrehimpuls des Schwerpunktes der Hantel beziiglich des

Abwurfpunktes und seine Ableitung. Unter welcher Bedingung verschwin-
den beide?

3.f) Berechne die Bahnkurven der beiden Massenpunkte beziiglich des Schwer-
punktes und beschreibe sie.
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Ubungsblatt 3

Vorrechnen & Diskussion: 23.11.2005
Aufgabe 1

Tunnel durch die Erde

clz

>

tvn

Abbildung B.4: Tunnel von Clausthal nach Taveuni

Um sich vom Clausthaler Wetter abzulenken, denkt sich ein Physiker einen gera-
den Tunnel von Clausthal durch die Erde bis zur Insel Taveuni. (Diese Insel bietet
—neben schonen Strédnden, warmen Temperaturen, sehens- und forschungswerten
Vulkanen — das Phidnomen, dass man sich mit einem Schritt von heute nach mor-
gen und zuriick bewegen kann.) In diesem Tunnel befindet sich eine Kapsel der
Masse m, die sich im Tunnel (reibungsfrei) bewegen kann. Um dem Wetter zu
entfliehen, setzt sich der Physiker einfach in die Kapsel und lésst sie fallen. Der
Einfachheit halber kann die Dichte p der Erde als konstant angenommen werden.

1.a) Berechne die potentielle Energie der Kapsel in Abhéngigkeit von z beziiglich
eines giinstigen Punktes.
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1.b)

1l.c)

Ubungen

Stelle den Energiesatz auf. Bestimme mit seiner Hilfe Ort und Geschwin-
digkeit der Kapsel in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

Berechne die Zeit, die die Kapsel (m = 438 kg) von Clausthal nach Taveuni
braucht. Clausthal liegt bei 51°48’00” N und 10°20°00” O. Der Tunnelaus-
gang auf Taveuni liegt bei 16°49°00”S und 179°58’00” W. Die Masse der
Erde betriagt M = 5.98 - 10** kg und ihr Radius R = 6370 km. Die Gravita-
tionskonstante ist v = 6.67 - 107! %;.

Aufgabe 2

Raketenproblem

Eine Rakete, die ungeladen die Masse mpg hat, wird mit m¢ Treibstoff beladen
(Startmasse mg = mpg+mr). Nach dem Start stoBt sie konstant die Gasmenge p
pro Zeiteinheit aus, bis ihr der Treibstoff ausgeht. Die Treibgase haben, von der
Rakete aus gesehen, die (konstante) Durchschnittsgeschwindigkeit vr gegen die
Flugrichtung. Reibung kann vernachléssigt werden.

2.a)

2.b)

2.c)

2.d)

2.f)

Stelle die Bewegungsgleichung der gestarteten Rakete im Kraftfeld ﬁ(F’)
auf.

Betrachte eine Rakete im kréftefreien Raum. Bestimme die Geschwindigkeit
der Rakete als Funktion der Zeit relativ zum Startplatz (t = 0, ¥ = 0,
Ug = 0, aufgefiillte Rakete)

Nach welcher Zeit t5 (Brenndauer) ist der Treibstoffvorrat verbraucht? Wel-
che Geschwindigkeit und welche Energie hat die Rakete nach dem Ende der
Brenndauer?

Wann wird die kinetische Energie der Rakete maximal? Welches Verhéltnis
miissen mg, mr, i und vy zueinander haben, damit dieses Maximum iiber-
haupt erreicht wird? Welche Geschwindigkeit, Masse und kinetische Energie
hat die Rakete zu diesem Zeitpunkt?

Betrachte eine (Sylvester-)Rakete, im Schwerefeld G der Erde. Die Steighthe
hs (Hohe, die nach der Brenndauer tp erreicht wird) sei klein genug, um
G = —mgé, annehmen zu kénnen. Stelle die Bewegungsgleichung auf. Wel-
che Bedingung muss erfiillt sein, damit die Rakete iiberhaupt abhebt?

Berechne die Steighthe hg der Rakete. Welche Geschwindigkeit hat die Ra-
kete dann?
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Aufgabe 3
Reibung

In dieser Aufgabe sollen zwei unterschiedliche Modelle fiir Reibung zwischen ei-
nem Festkorper und einem Fluid untersucht werden. Die beiden wichtigsten Mo-

delle sind die STOKES-Reibung
mf = ﬁext - BF

und die NEWTON-Reibung

mr = Fogq —A|FIF
Dabei ist ﬁext die Summe aller ’externen’ Kréfte, die auf den Korper wirken. (3
und v sind Reibungskoeffizienten, die im wesentlichen von der Form des Korpers
und der Viskositédt des Fluids abhingen.

3.a) Bestimme die Geschwindigkeit #(t) = 7(¢) bei beiden Modellen am Beispiel
der Bewegung eines Korpers ohne externe Krifte, der relativ zum Medium
eine Anfangsgeschwindigkeit vy hat. Wann kommt der Korper zum Still-
stand? Welche Strecke legt der Korper in der Zeit t zuriick? Welche Strecke
kann er maximal zuriicklegen?

Das STOKES’sche Modell wird zur Beschreibung von laminarer Stromung ver-
wendet, wihrend turbulente Stromung nach NEWTON beschrieben wird. Zur
Charakterisierung der Stromung wird gerne die REYNOLDsche Zahl Re = vL /v
verwendet. L ist dabei die charakteristische Lange eines Korpers (z.B. 2R bei ei-
ner Kugel) und v die kinematische Viskositéit des Mediums (z.B. v = 1.5-107° mTQ
fiir Luft). Ist Re < 10°, so geht man von laminarer Strémung aus, bei Re 2, 10*
verwendet man NEWTONs Modell. Diese Werte hédngen von der Geometrie des
Korpers ab und miissen experimentell bestimmt werden. Des weiteren gibt es eine
Ubergangsform zwischen den beiden Grenzen.

3.b) Ein Képer bewegt sich zur Zeit ¢ = 0 mit einer Geschwindigkeit vy durch
ein Medium. vy ist ausreichend hoch, um eine turbulente Stromung der
Fliissigkeit um den Korper zu verursachen. Auf den Korper wirken keine
Krifte. Berechne Ort und Geschwindigkeit des Korpers. Nimm an, dass die
Stromung des Korpers schlagartig laminar wird, wenn seine REYNOLDs-
zahl einen kritischen Wert Re; unterschreitet.

3.¢) Bestimme die Geschwindigkeit #(t) = 7(¢) bei beiden Modellen am Beispiel
des freien Falls (Fhq = —mgé,) eines Korpers aus der Ruhe (7, = 0).
Betrachte den Grenzfall ¢ — oo.
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Ubungsblatt 5

Vorrechnen & Diskussion: 08.12.2005

Aufgabe 1
Energie eines gedampften harmonischen Oszillators

Es ist die Energie und der Energieverlust eines geddmpften harmonischen Oszilla-
tors zu berechnen. Dabei sind alle drei moglichen Bewegungsformen des gedampf-
ten Ostzillators zu beriicksichtigen.

l.a) Berechne die mechanischen Energie und den Energieverlust. Benutze die
Anfangsbedingungen x(0) = 0 sowie (0) = vy.

1.b) Vergleiche und diskutiere die Ergebnisse.

Aufgabe 2
Peitsche
Eine Schnur der Lénge [ und der
’ y R Masse M wird an einem Ende mit
) o einem kleinen Massenstiick m ver-
- sehen. Die so konstruierte Peitsche
A F_ wird bewegt, indem das andere Ende
’ N mit der konstanten Geschwindigkeit
X v U gezogen wird.
Anfangsbedingungen:
z(0) = xo #(0) = v
y(0) = xo+1 y(0) =0

2.a) Wie groB ist die Geschwindigkeit ¢(t) des Massenstiicks?

2.b) Berechne die maximale Geschwindigkeit ¢, eines Massenstiicks von 5 g,
das an einer 2.475m langen und 0.475 kg schweren Peitsche, die mit 3m/s
bewegt wird, hingt.

Hinweis: Die Aufgabe ist aus [Gre] I
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Aufgabe 3

Billard

Eine Kugel mit der Masse m und
dem Radius R bewegt sich auf dem
Billardtisch mit der Geschwindigkeit
v = p/m auf eine ruhende Kugel der
Masse M und des gleichen Radius
R zu. Das Koordinatensystem wihlt
man so, dass der Mittelpunkt der ru-
henden Kugel im Ursprung liegt und sich der Mittelpunkt der anderen Kugel
parallel zur x-Achse bewegt. Der Stolparameter b bezeichnet den Abstand zwi-
schen der Bahnkurve und der z-Achse. Die beiden Kugeln stoflen voll elastisch
miteinander. Reibung kann vernachléssigt werden.

3.a) Berechne die Impulse p’ und P’ der Kugeln beziiglich des Tisches nach dem
StoB.

3.b) Berechne die Impulse relativ zum Schwerpunktsystem.

Hinweis: Die Teilaufgabe b) gestaltet sich einfacher, wenn man ein gedrehtes
Koordinatensystem einfiihrt.

Werkzeug:

cos(arcsinz) = V1 —a?
Aufgabe 4
Rennwagen
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Bei Sprintrennen wird ein Rennwagen benétigt, der méglichst gut beschleuni-
gen (und anschlieend wieder gut bremsen) kann. Ein Problem ist dabei, dass die
Reifen durchdrehen, wenn die Kraft der Reifenoberflaiche auf den Straflenbelag
F, zu gro wird (es gilt dann nicht mehr Haftreibung, sondern Gleitreibung). Die
,,maximale“ Beschleunigungskraft betrigt F}, = uF}, . Dabei ist p der Haftrei-
bungskoeffizient und Fj, die Kraft auf die Hinterrdder. Der Wagen hat die Masse
m. Es wirkt die Schwerebeschleunigung der Erde.

4.a) Stelle die Gleichung fiir das Gleichgewicht der Kréfte auf.

4.b) Stelle die Gleichung fiir das Momentengleichgewicht um eine Drehachse auf,
die durch die Auflagepunkte der Hinterrédder lduft. Es ist zu berticksichtigen,
dass die Beschleunigungskraft am Schwerpunkt angreift.

4.c) Wie grof sind die Normalkrafte F}, und F}, auf den Strafienbelag?

4.d) Die maximale Beschleunigung kann man erreichen wenn F, — 0. Warum?
Was ist unter Beriicksichtigung dieser Bedingung die maximal mogliche
Beschleunigung b7 Wie muss dafiir das Auto konstruiert sein? (Beziehung
zwischen [, h und p).

4.e) In welcher Zeit kann der Rennwagen aus dem Stand eine Geschwindigkeit
von 100 km/h erreichen, wenn zwischen Hinterreifen und Strafle ein Haftrei-
bungskoeffizient von 1 = 0.9 herrscht? Welche Strecke legt er dabei zuriick?

Vorsicht: leichte Aufgabe!
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Ubungsblatt 6

Vorrechnen & Diskussion: 14.12.2005

Aufgabe 1

Das Brachystochronenproblem

Gegeben sind zwei Punkte in der z-z-Ebene,

die durch einen (fiktiven) Draht verbunden wer-

den. Durch die Schwerkraft gé, gleitet eine Per-

b A le auf dem Draht reibungsfrei vom hoher ge-

legenen Punkt A zum tieferen Punkt B (bei

ds Punkt A hat sie eine vernachlassigbar kleine

Geschwindigkeit). Bei welcher Form des Drah-

B tes (= Bahnkurve der Perle) ist die Zeit, die die

v(t) _ Perle von A nach B braucht minimal? Lose diese
x Aufgabe mit Hilfe der Variationsrechnung.

Hinweise: Mit der Substitution z = Z — 49%(1 — cos «v) lésst sich das auftreten-
de Integral einfacher l6sen. Dabei ist Z geeignet zu wéhlen und « ist ein freier
Parameter. C ist ein Integrationsparameter, den man anhand der Anfangsbe-
dingungen (x4, z4) und (zpg, zp) bestimmen konnte. Diese Rechnung ist jedoch
etwas langatmig und wird nicht verlangt. Die Bahnkurve braucht nicht explizit
angegeben werden (Parameterdarstellung in Abhéngigkeit von « reicht).

Aufgabe 2

Inhomogener Oszillator

In der letzten Ubungsstunde wurde die Losung
inhomogener  Differentialgleichungen  mittels

F(OA GREEN’scher Funktionen in einem Referat
E vorgestellt. In dieser Aufgabe soll dieses tolle
0

Verfahren ausprobiert werden: Ein geddmpfter
harmonischer Oszillator wird fiir eine Zeit 7 mit
einer konstanten Kraft Fy angetrieben. Vor dieser
Anregung befand sich der Oszillator in Ruhe.

0 T t
Oszillatorgleichung:

mi + 2bi +wir = Fy-(0(t) —0(t — 7))
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HEAVISIDE’sche Sprungfunktion:

o) :/_t St dt — {0 fiir t <0

. 1 firt>0

GREEN’s Funktion fiir den geddmpften harmonischen Oszillator im Schwing-

und Kriechfall:
0 firt<O0
G(t) = e>‘lt—e/\2t .
) firt>0

sowie im aperiodischen Grenzfall:

0 firt <0
Gt) =
®) { eM o fiirt >0

t
mit
)\1/2:—b:|: b2—wg A= —b
2.a) Berechne x(t) fiir alle Falle.

2.b) Diskutiere z(t) fiir die Zeitintervalle t < 0,0 <t <7 und ¢t > 7.

Aufgabe 3

Perle am rotierenden Ring

)

Eine Perle der Masse m kann rei-

bungslos auf einem Ring mit dem

Radius R gleiten. Nun soll die Be-

z wegung der Perle im Schwerefeld

g untersucht werden, wenn sich

der Ring um eine Drehachse par-

Y m allel zu ¢ dreht. Die Drehachse

, soll oben und unten durch den
<> w Ring gehen.

3.a) Formuliere die Zwangsbedingungen.
3.b) Wie lautet die LAGRANGE’sche Bewegungsgleichung?

3.c) Integriere die Bewegungsgleichung fiir kleine .
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Ubungsblatt 7

Vorrechnen & Diskussion: 21.12.2005

Aufgabe 1

Zykloidenpendel

Eine Perle gleitet unter Einfluss der Schwer-
kraft ge, reibungsfrei auf einem Draht. Die-

8 ser ist als Zykloide geformt, d.h. die Bahn der
Perle geniigt den Gleichungen
L x r = R(a—sina)
0 mn 2n z = R(l+cosa) mit 0 < a < 27

1.a) Stelle die LAGRANGE-Funktion auf.

. v (e . t
Bestlmme u fUI' u = Sin %

)

1.b)

l.c) Bestimme die Bewegungsgleichung der Perle.
Q)

1.d) Lose die Bewegungsgleichung fiir die Anfangsbedingungen z(0) = zo und

a(0) =0
1.e) Berechne die Dauer einer Periode 7' in Abhé#ngigkeit von der Auslenkung
20-
Werkzeug:
(1+COSQD):2(IOS2§ singszsingcosg

sin(arccosx) = —x+ g fir1- <z <1
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Aufgabe 2

Kraft einer rotierenden Masse

Eine Masse m rotiert reibungslos auf einer Tischplatte. Uber einen Faden der
Lénge | (I = r + s), der durch ein Loch in der Platte verlauft, ist m mit einer
anderen Masse M verbunden. Es ist die Bewegung von m und M unter Einfluss
der Schwerkraft ge,, zu untersuchen.

2.a) Formuliere und klassifiziere die Zwangsbedingungen.
2.b) Stelle die LAGRANGE-Funktion auf und leite die Bewegungsgleichung her.

2.c) Unter welchen Bedingungen rutscht die Masse M nach oben, wann nach
unten?

2.d) Diskutiere den Spezialfall w = 0.

Aufgabe 3

Zwangsbedingungen

3.a) Zeige, dass die differentiellen Zwangsbedingungen fiir das in der Ebene rol-
lende Rad nicht-holonom sind.

3.b) Uberpriife die Integrabilititsbedingung fiir die Zwangsbedingung einer uni-
form rotierenden (schiefen) Ebene. Die Rotationsachse liegt in der Ebene.
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Aufgabe 4
Krummlinige Koordinatensysteme

Viele Probleme in der Physik lassen sich durch die Wahl geeigneter krummliniger
Koordinaten wesentlich vereinfachen. Haufig sind Zylinder- bzw. Kugelkoordina-
ten geeignet, da viele physikalische Probleme zylinder- oder kugelsymmetrisch
sind. In dieser Aufgabe soll die Bewegung eines Massenpunkts in diesen Darstel-
lungen bestimmt werden. Die dadurch gewonnen Erkenntnisse konnen sicher bei
einigen anderen Problemen zu gebrauchen sein.

4.a) Zylinderkoordinaten:

1) Stelle den Ort eines Massenpunktes in Zylinderkoordinaten (Einheits-
vektoren) dar.

2) Berechne die Ableitung der Einheitsvektoren allgemein.

3) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines beliebig be-
schleunigten Massenpunktes.

4) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines Massenpunk-
tes, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit ¢(¢) und der Geschwin-
digkeit Z auf einem Zylindermantel bewegt.

4.a) Kugelkoordinaten:

1) Stelle den Ort eines Massenpunktes in Kugelkoordinaten (Einheitsvek-
toren) dar.

2) Berechne die Ableitung der Einheitsvektoren allgemein.

3) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines beliebig be-
schleunigten Massenpunktes.

4) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines Massenpunk-
tes, der sich mit den Winkelgeschwindigkeiten ¢(¢) und 9 auf einer
Kugeloberfldche bewegt.
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Ubungsblatt 8

Vorrechnen & Diskussion: 11.01.2006
Aufgabe 1

Hantel 11

Zwei gleich schwere Massen m sind durch eine
(masselose) Stange der Léinge 2a miteinander ver-
bunden. Diese Hantel befindet sich in einem Gra-
a S vitationspotential U = —y™ mit dem Zentrum in

m Z. Um die Rechnung zu vereinfachen, kann davon

7 ausgegangen werden, dass sich die beiden Massen-

m punkte nur in einer Ebene, in der auch Z und der
Z Schwerpunkt liegen, bewegen konnen.

1.a) Formuliere die Zwangsbedingungen und fiihre geeignete Koordinaten ein.

1.b) Stelle die LAGRANGE-Funktion auf und leite die Bewegungsgleichungen
her.

1.c) Definiere Eigen-, Bahn- und Gesamtdrehimpuls. Welche dieser GroBen sind
konstant und warum?

1.d) Entwickle die LAGRANGE-Gleichungen nach Potenzen von a/r bis zur 2.
Ordnung.

l.e) Zeige, dass fiir a/r < 1 die Bahnbewegung von der Eigendrehbewegung
(ndherungsweise) entkoppelt.
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Fliekraftregler

193

Ein Fliehkraftregler ist ein mecha-
nisches Instrument, das in vielen
technischen ~ Anwendungen  einge-
setzt wurde (wird). Die Arbeitsweise
beruht darauf, dass sich bei der Ro-
tation von zwei Massen an gelenkig
befestigten Stangen eine von der
Rotationsgeschwindigkeit ~ abhéngige
Gleichgewichtsposition einstellt. Mit-
tels geeigneter Vorrichtungen, die auf
diese Positionen ansprechen, kann man
in Abhéngigkeit von der Rotations-
geschwindigkeit die Arbeitsweise von
Maschinen regulieren.

Zwei (gewichtslose, starre) Stangen der Léange a sind an einem vertikalen, uniform
rotierenden Stab gelenkig befestigt. Sie liegen in einer Ebene. Am Ende jeder
Stange sitzt eine Fliehmasse my = mp = m. Gelenkig verbunden sind zwei
weitere Stangen der Linge a, die an einem Reiter mit der Masse mpg befestigt
sind. Der Reiter kann sich (reibungsfrei) entlang der Vertikalen (€%,) bewegen. Alle
drei Massen werden als punktformig behandelt. Das ganze System dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit w um die Vertikale, die Massen sind der einfachen

Gravitation gé, ausgesetzt.

2.a) Zeige, dass das System nur einen Freiheitsgrad hat.

2.b) Welche generalisierten Koordinaten konnten geeignet sein?

2.c) Stelle die kartesischen Koordinaten der Massenpunkte und ihre Ableitungen

in Abhéngigkeit von ¢ auf.

2.d) Stelle die LAGRANGE-Funktion fiir 9 als generalisierte Koordinate auf.

2.e) Bestimme die Bewegungsgleichung des Fliehkraftreglers.

2.f) Bestimme die Gleichgewichtssituationen, die bei der uniformen Drehung

auftreten konnen.

2.g) Untersuche die Bewegung des Fliehkraftreglers fiir kleine Auslenkungen
Zr = zo + 0z aus dem Gleichgewicht zj
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Aufgabe 3
Doppelpendel
ZA Ay
I x In diese Aufgabe ist ein Doppelpendel im
9 Am Schwerefeld der Erde ge, mit dem LAGRANGE-
A I Formalismus zu untersuchen.

3.a) Formuliere und klassifiziere die Zwangsbedingungen. Wie viele Freiheitsgra-
de hat das System?

3.b) Wihle geeignete generalisierte Koordinaten fiir das Doppelpendel.
3.d) Leite die Bewegungsgleichungen her.

)
3.c) Bestimme die LAGRANGE-Funktion des Systems.
)
3.e)

Bestimme die Bewegungsgleichungen eines Doppelpendel mit gleichen Stan-
gen l4 = lg = [ und gleichen Massen my = mp =m ﬁir kleine Auslenkun-
gen Yy, g < 1 und damit kleine Geschwindigkeiten 9 4,9 5.

3.f) Lose die Bewegungsgleichungen mit dem Ansatz

1914 — CAezwt 193 — CBezwt

3.g) Bestimme die Abhéngigkeit zwischen C4 und Cp
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Ubungsblatt 9

Vorrechnen & Diskussion: 18.01.2006

Aufgabe 1

Abrutschendes Seil

Az
ﬁ—o
¢l |
Aufgabe 2

Dissipationsfunktionen

Ein Seil der Lange [ und der (homogen ver-
teilten) Masse m héngt mit der Liange a < [
iiber einer Tischkante. Nach dem Loslassen
zur Zeit t = 0 fangt das Seil an, reibungs-
frei {iber die Tischkante zu gleiten. Das Sy-
stem steht im homogenen Gravitationsfeld
g = —gé,. Bestimme die Bewegungsglei-
chung fiir z.

Berechne die Dissipations- und LAGRANGE-Funktionen folgender Systeme.

2.a) Sphérisches Federpendel in viskoser Fliissigkeit (laminar).

2.b) Frei bewegliche Hantel mit zwei gleich schweren Massen in viskoser Fliissig-

keit (laminar).

2.c) Kreisférmige, homogene Scheibe, die auf einer ebenen Unterlage um ihren

Schwerpunkt rotiert.
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Aufgabe 3

Perle auf rotierender Parabel

Auf einem parabelformigen Draht, der mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um
die z-Achse rotiert, kann sich eine Perle
reibungsfrei bewegen. Zur Zeit ¢ = 0 kann
die Form des Drahtes durch z = az? be-
schrieben werden. Die Schwerkraft wirkt
in negativer z-Richtung.

3.a) Stelle die Zwangsbedingungen auf und klassifiziere sie.

3.b) Berechne die LAGRANGE-Funktion.

3.c) Zeige, dass fiir w = /2ag die Perle im Gleichgewicht steht.
Q)

3.d) Stelle die Bewegungsgleichungen auf und zeige, dass die Gesamtenergie

E = m (1 + 4a2r2) 72— % (w2 — 2ga) r?

erhalten bleibt.

Aufgabe 4
Teilchen auf geneigter Ebene
Bestimme die Bewegungsgleichungen eines Teilchens, das auf einer um « geneig-

ten Ebene mit Reibung gleitet. (Bei @ = 0 ist der Normalenvektor der Ebene
genau antiparallel zur Gravitationskraft)
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Ubungsblatt 10

Vorrechnen & Diskussion: 25.01.2006

Aufgabe 1
Das Kepler-Problem nach Newton

In der NEWTON’schen Formulierung der Mechanik werden zwei (isotrop) wech-
selwirkende Massenpunkte durch die gekoppelten Differentialgleichungen

miry = (7 =) (|7 — 7))

Moty = — (1 —72) - far (|11 — 72)
dargestellt. Ist die Gravitation fiir die Wechselwirkung verantwortlich, so ist

YImyme

f21 - - 13

|71 — 7

1.a) Transformiere die (gekoppelten) Bewegungsgleichungen auf Schwerpunkts-
und Relativkoordinaten.

1.b) Lose die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt

1.c) Bei der Relativbewegung gilt Drehimpulserhaltung (L =const.). Das bedeu-
tet, dass die Bewegung der beiden Kérper in einer Ebene stattfindet. Wihle
also geeignete ebene Polarkoordinaten zur Formulierung der Gleichung der
Relativbewegung.

1.d) Lose die Bewegungsgleichung fiir die Winkelkoordinate und setze sie in die
Radialgleichung ein.

l.e) Zeige, dass NEWTON’s Bewegungsgleichungen der Gravitation beim Uber-
gang von kartesischen nach Polarkoordinaten nicht forminvariant sind.
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Aufgabe 2
Inverses Keplerproblem

Beim inversen KEPLER-Problem geht es darum, aus einem gegebenem Orbit
r(p) die wirkenden Krifte bzw. das Potential zu finden. Eigentlich kénnte man
zur gegebenen Bahn r(¢) beliebig viele Kraftfelder F(7) finden, die ein Kérper
auf dieser Bahn halten konnten. Erst wenn man weif3, dass es sich um ein Zentral-
kraftproblem handelt, kann man die GroBe f(r) = —‘2—‘: und damit das Kraftge-
setz eindeutig aus der Bahnbewegung herleiten. (Die Form von f(r) und andere
Hinweise erhdlt man durch Lésen von Aufgabe 1.c) .)

2.a) Beweise

dv (& 2 (dr)®
2 ) = Pe (o far)
dr mrt \ de? r \dp
2.b) Ein Korper bewegt sich auf einem elliptischen Orbit r(p) = Tireonp 10 €l

nem Zentralkraftfeld, wobei das Zentrum in einem Brennpunkt liegt. Zeige,
dass f(r) ~ r=2 gilt.

2.c) In einem anderen Zentralkraftfeld bewegt sich ein Korper auf der Bahn
r(p) = roe~?. Zeige dass das Kraftfeld mit =3 abnimmt.

Aufgabe 3
Drittes Kepler’sches Gesetz

Beweise, dass bei Planetenbewegungen néherungsweise das 3. Keplergesetz
T2 ~ Cl3

(Quadrate der Umlaufzeiten sind proportional zur dritten Potenz der grofien
Halbachse) gilt. Untersuche den Proportionalitéitsfaktor fiir unser Sonnensystem.
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Ubungsblatt 11

Vorrechnen & Diskussion: 01.02.2005

Aufgabe 1

Rotierendes Bezugssystem

In der Vorlesung wurden die Bewegungsgleichungen

S:mi = —VU(F)
S:mi = —m(cﬁx%)—Qm(Jixé’) (B.2)

i x (& x7) - VU (B.3)

fiir die Bewegung eines Massenpunktes aus Sicht
eines inertialen Bezugssystems S und eines rotieren-
den S abgeleitet.

In der Vorlesung wurde angemerkt, dass der Ortsvektor des Massenpunktes un-
abhéngig von der gewédhlten Darstellung ist

solange der Ursprung 0 = 0 gleich bleibt.

l.a) Bestimme die ¢; in Abhéngigkeit von €1, €5 und €3 sowie die &; in Abhéngig-
keit von (21, xe, x3) fiir die in der Grafik dargestellten Drehung.

1.b) Zeige fiir diese Bezugssysteme durch Rechnung mit Komponenten

=|c

+ %

S

v =

l.c) Leite die Bewegungsgleichungen fiir dieses spezielle rotierende Bezugssy-
stem her. Die allgemeine Form (B.3) sollte hochstens zur Kontrolle benutzt
werden.
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Aufgabe 2
Bewegung im rotierenden Bezugssystem

In dieser Aufgabe wird wieder ein Massenpunkt in einem Inertialsystem und
einem uniform rotierenden Bezugssystem betrachtet. Der Massenpunkt bewegt
sich dieses Mal im Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit v entlang der
x-Achse. Zur Zeit t = 0 befindet sich der Massenpunkt im Ursprung beider Be-
zugssysteme.

Wie bewegt sich der Massenpunkt aus Sicht eines rotierenden Beobachters?

Hinweis: Eine Moglichkeit, die gekoppelten Differentialgleichungen zu 16sen be-
steht darin, die doppelte bzw. einfache Ableitung ineinander einzusetzen.

Aufgabe 3

Foucault’sches Pendel

Der Franzosische Physiker Jean

Bernard Foucault (1819 - 1868)

hat in den Jahren 1850 wund

1851 mit Hilfe eines Fadenpen-

dels nachgewiesen, dass die Er-

de um ihre Polachse rotiert. Eine

o/ >\ nach dem gleichen Prinzip arbei-

. tende Versuchsanordnung nennt

B man Foucault’sches Pendel. Be-

’ rechne in der Néherung Kkleiner

o Ausschlédge, wie sich die Schwin-

LA X gungsebene eines 30 kg schweren

9 Pendels der Lénge | = 50 m auf-

- grund der Erdrotation dreht. Gib

die Rotationsdauer in Abhéngig-

keit von der geografischen Breite
an.

Q Y

X

Hinweise:
e Verwende dabei £ und ¢ als generalisierte Koordinaten.

e Alle Terme der Ordnung w? und mit # kénnen vernachliissigt werden.
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Ubungsblatt 12

Vorrechnen & Diskussion: 08.02.2005
Aufgabe 1
Kreuzprodukt und Levi-Civita-Symbol

In dieser Aufgabe sollen das Kreuzprodukt und einige Verkniipfungen mit diesem
in Indexschreibweise dargestellt werden. Dabei wird das LEVI-CIVITA-Symbol
verwendet:

1 falls(4, j, k, ...) eine zyklische Permutation von (1,2, 3, ...) ist
€ijr.. = < —1 falls(i, 7, k,...) eine antizyklische Permutation von (1,2, 3, ...) ist
0 falls mindestens zwei Indizes gleich sind

Eine Eigenschaft des LEVI-CIVITA-Symbols ist

3

Z €ijk€imn = 5jm5kn - 5jn5km (B4)

i=1
wobei 0;; das KRONECKER-delta ist mit

1 fallsi=j
0ij = .,
0 fallse#j

l.a) Stelle die z;-Komponente des Kreuzproduktes in Indexschreibweise dar. Er-
gebnis:
3

((f X g) = Z Gijkajbkgi

g k=1
1.b) Beweise die Relation
(axz?) : (5>< dj — @G- (E.J) - (a.cf) (6.5)

und stelle sie in Indexschreibweise dar. Notiere den Sonderfall ((i X 5)
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1.c) Beweise die Relation
i x (Ex 5) — 5@ @ —5(5.5)

und stelle sie in Indexschreibweise dar. Notiere den Sonderfall @ x (@ x ¢).

Aufgabe 2
Tragheitsmomente

Berechne die Trégheitstensoren fiir Drehungen um den Schwerpunkt fiir folgende
homogene Korper in geeigneten korperfesten Koordinatensystemen.

O
;
AN

Abbildung B.5: Starre Koérper mit ihren Hauptréagheitsachsen z,y und z

2.a) Quader mit den Seitenlédngen a, b und ¢
2.b) Zylinder mit der Hohe h und dem Radius r
2.c) Kugel mit dem Radius r
2.d)

diinner Reifen mit dem Radius r



203

Aufgabe 3
Satz von Steiner

Ein Tragheitstensor © ist beziiglich eines korperfesten Bezugssystems S : (z1, x9, 3)
mit dem Ursprung im Schwerpunkt gegeben. Mit Hilfe des Satzes von STEINER
kann man daraus den Trégheitstensor @’ beziiglich eines um @ verschobenen
Bezugssystems S’ : (x), 2, %) berechnen (die beiden Koordinatensysteme sind
nicht ineinander verdreht).

3.a) Beweise den Satz von STEINER:

3
@éj = @ij +m ((51] Z Cbz — CLZ'CLJ'>

k=1

3.b) Berechne O fiir einen homogenen Wiirfel der Kantenldnge s beziiglich eines
Bezugssystems in einer Ecke des Wiirfels. Verwende dazu den in Aufgabe
2.a) berechneten Trégheitstensor und den Satz von STEINER.

3.c) Finde die Haupttriagheitsmomente von © des Wiirfels (an der Ecke auf-
gehéngt) durch Diagonalisieren.

Hinweis: Die Diagonalisierung von © ist elementar aber umfangreich. Es wird
empfohlen, das Problem numerisch zu losen.
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