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Aufgabe 1

Kreisbewegung in verschiedenen Basissystemen

Abbildung 1: Polarkoordinaten

1.a) Stelle die Einheitsvektoren der Polardarstellung ¢, und €, in kartesi-
schen Koordinaten dar.
Der Einheitsvektor ¢, ist der Richtungsvektor von i

. 7
€, = —
R
. Rcoswt - €, + Rsinwt - €,
€, =
R
€ = coswt- e, +sinwt - ¢,
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Der Einheitsvektor €, steht senkrecht auf €,. Dabei wird das Vorzei-
chen so gewahlt, dass e, dem Einheitsvektor ¢, vorlauft. (Vergleiche
auch: Rechssystem im Dreidimensionalen: ¢, = €. x ¢é,)

€, = —sinwt- e, + coswt - €,

1.b) Berechne ihre Ableitung nach der Zeit ¢.

€ = w(—sinwt-e; +coswt - €,) = we,

€, = —w(coswt- e, +sinwt-€,) = —we,

1.c) Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor v = Z—f in beiden Darstellun-
gen?

(a) Kartesische Koordinaten:

7 = Rcoswt-é, + Rsinwt - ¢,
. dr
v = —
dt
d d
v = —Rcoswt-é€, +—Rsinwt - ¢,
dt M7 Y
U = —Rwsinwt-é, + Rwcoswt - ¢,

<y
Il

Rw < —sin wt )
cos wt

(b) Polardarstellung:

7 = Ré.(t)

. dr .
V= = Ré,.(t)
U = Rwé,(t)

1.d) Wie grof3 ist jeweils sein Betrag v = |9/]?

(a) Kartesische Koordinaten:

v o= \/(—Rwsinwt)2+(choswt)2

v o= Rw\/sin2 wt + cos? wt

v = Rw
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(b) Polardarstellung:

v = Rw
1l.e) Zeige das die Kreisbewegung den Flachensatz (s. Licke, Kap 3.4)
erfullt.
Flachensatz': A = 17 x &

(a) Kartesische Koordinaten:

. coswt —sinwt
A = —R| sinwt | X Rw coswt
2
0 0
A = §R2w 0-0
cos? wt 4 sin® wt
o 1
= §R2w€Z = const

(b) Polarkoordinaten:

. 1
A = 5Re7 X Rwél,
1
= §R2wé;
1.f) Berechne mit dem Flachesatz die von der Bahnkurve eingeschlos-
sene Flache.
- T -
i = / Adt
0
/ “ L R2we. at
= — [ we,
o 2
= 7R%,
1.9) Wie lautet der Beschleunigungsvektor a = ‘fi—f = %f in beiden Dar-
stellungen?

'Hier muss eine dritte Koordinate) eigefiihrt werden, da das Kreuzprodukt nur im dreidi-
mensioalen erklart ist. Da sich die eigentliche Kreisbawegnur entlang: undy bzw.r und ¢
zutragt, muss - €, = const sein; es wird 0 gewabhlt.
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(a) Kartesische Koordinaten:

U = —Rw(sinwt- €, + coswt - €,)
i = Rw<_dsinwt_g+dcoswt_g>
dt ¢ dt Y
d = Rw(—wcoswt- €, —wsinwt - €,)
e
sin wt

(b) Polardarstellung:

U = Rwé,(t)

q dv .

i = - = Rweé,(t)
a Rw (—wé,)

a —Rw?e,

1.h) Wie grofR ist jeweils sein Betrag a = |@|?

(a) Kartesische Koordinaten:

a = \/(—Rw2 coswt)? + (—Rw? sin wt)?

a = Rw? \/(3082 wt + sin? wt

a = Ruw?
(b) Polardarstellung:

a = ’—RwQa = Ruw?

Aufgabe 2
oP
Gradient, Rotation und Divergenz

2.a) Berechne den Gradienten des skalaren Feldes F'(z,y, 2) = Fy (2% + y* + 2?)
in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordinaten.

0.4



(a) Kartesische Koordinaten

-

VF(z,y,2) = VE (332 +y°+ 22)
= EV (x2+y2+z2)
_ a 2 2 2\ » a 2 2 2\ » a 2 2 2
- F(](%(x +y +z)ew+a—y(x +y +z)ey+$($ +y’+2%)
= [, (2ze, + 2ye, + 2z¢€.)

Xz
= 2F0 Yy

z

(b) Kugelkoordinaten 22 4 y? + 2% = r?

—

VE(rd,p) = V For?

= F0§r2
(210 10
Nor™ T rsind Op 7
= 2rkye,

2.b) Berechne Rotation und Divergenz des Vektorfeldes

—X

T it 2 2, .2, 2

A = A, ﬁ mit r“ =z* 4+ y“+ 2°und 4,,a € R
—Z
r2+a?

(a) Divergenz:

—T

L o 0 0 7
v ' A(F) - (%7 a_yv @) : Ao T,2j_za2
r2+4a?

AR = A2 < 9
VAT O(@xr2+a2+8y7’2—|—a2+8zr2—|—a2>

Betrachte die elemetaren Ableitungen:

9 /o9, 2, 2

%r = %(x +y+z)—2x
0 -z (MP+ad)i(—x)—(—x)&r* —r?—a*+22® 2? -yt a?
dxr2+a> (r2 + a2)® (2 +a®)? (12 4a?)?
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2 2 2 2 2 2

2

—yP—z22—ad® P —-a?—-2—a 22— —y’—a

2

— — €T
=V-A = A, +
(") ( (r2 + a2)2 (r2 + a2)2

—2? —y? — 2% — 3a?
(r2 + a2)”
r? + 3a?

(b) Rotation:

9 — 9 _ -z 0 _—y_

S5 ox r24a? Oy r2+a? Oz r2+a?
V-A(r) = aé X | = = Qy%_QQ—ZQ =

r2+4a 0z r2+a ozr r’+a

J =z 9 -y 0 —=z_

r2+aq? Ox r2+a? Oy r2+4-a?

2.c) Versuche ein Skalarfeld ® zu finden, fir das V& = A gilt.

Da dieﬁRotation verschwindet, gibt es ein Skalarfeld ¢ dessen Gra-
dient A ist.
Ansatz: ®(z,y, z) = Bln(r? + a?)

dln(r? + az)g N Oln(r? +a?) _ N dIn(r? + a?) ﬁ>

VBIn(r?) = B<

(r2 4+ a2)2

o O O
u

ox ’ dy “ 0z c
Betrachte Koordinatenableitung:
Oln(r* +a*) 1 or*+a*) 1 oy
ox o2 4a? Oz 2+ a?
2x —x
~ r2+a? r2+a?
=V -Bln(r*+ad*) = B( 7«22+—ya2 ) = 28( 7,2:_—yaz )
7"23112 7“2:-—2112
Offensichtlich ist VBIn(r? + a?) = Awenn —2B = A, < B = —14,
Zusammenfassung: A ist das Gradiantenfeld von ®(z, v, z) = —3 Ao In(2?+
y? + 22 + a?)
Aufgabe 3
oP

Taylorreihenentwicklung

Entwickle die Funktion

)



am Punkt = = x4 bis zur zweiten Ordnung nach Taylor.

Taylorreihe:
LN d\"
Az) = —(Ax)" | —
oo+ de) ~ S any () 1)
0. Ordnung:
x
folzo) = 0
\2d + a?
1. Ordnung:
d x
Ar) = Ar ————
fizo + Az) T S .
\/m—x-%(x2+a2)_l/22x
= Aw x? + a?
T=T0
22+ a? — 22
= Az 4(3:2 L a2)3/2 s
2
a
= Ao—
(2 + a2)3/2
2. Ordnung:
1 o [ d ? x
_ (A2 d 5 s 532
= 5 %a (x —i—a) )
~ (Az)? /03 2 | 2\79/2
= 5 a (—5) (x +a) -2:)::(/:96O
= —(Ax)2—3a2$0
2 (2% + a2)5/2
Entwicklung bis zur zweiten Ordnung:
2 2
Fao+Ar) = —0 4 g 0T,y

Vid+ar @+a)” T 2(af+a?)

Flzo + Ax) = o (22 + a2)? + a® (42 4 a2) Az — Sa?wo(Ax)?
(22 + a2)*"?
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1
5 = T T T
0. Ordnung———
1. Ordnung
1 2. Ordnung
0.5 n
or _
-0.5F X .
Jo) =
x2+ a2
-1 .
! ! !
-10 -5 0 2 5 1(

Abbildung 2: Entwicklung der Taylorreihe am Punkt= 2 mita = 1

Beispiel a = 1, 2y = 2:

2(4+1)*+1(4+1) Az — 32(Ax)?
(4+1)%?
50 + 5Az — 3(Ax)?
55/2

f2+ Az) =

f(2+ Ax)

angenahert werden.
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