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Ubungsblatt 1

Lésungsvorschlag

Aufgabe 1

klassisches Wurfproblem

Ein Massenpunkt verlasst den Boden (Anfangspunkt: Ursprung) mit der Geschwindig-
keit |7| = vo unter dem Winkel (€, -t /vo) = cos a.. Es wirkt die Schwerkraft mit g = 9.8 5.
Reibungseffekte sind vernachlassigbar.

1.a) Welcher Wurfwinkel ist bei vorgegebener Geschwindigkeit notwendig, damit der
Massenpunkt eine vorgegebene Stelle 7, = (., 0,0) erreicht?

Bahnkurve:
Vot cos
r(t) = 0

: 1,42
vt sina — 59t

Die Bendtigte Zeit erhalt man aus

Vpte COSQX = X,
x@
St =
Vg COS (v
und
. 1,
v0t881na—§gte =0

1
te-(vosina—ﬁgQ) =0
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= z = 0 wird auf alle Falle bei t. = 0 erreicht. Da ist jedoch = = 0 und deshalb
betrachten wir nur zweiten Teil der quadratischen Gleichung:

Vp Sin v — 2 gte = 0
2vg sin «
St, = —
g
zusammensetzen:
2ypsinae Te
g Vg COS
vg - 2sinacosa = .9
. x
sin2a = 829 (1)
Yo
1 . Xeg
a = —arcsin—-
2 v}
Alternative:
202 024 Soh — 1202
tan?a — —Ltana+ =0 < « = arctan —> 0 ed
Leg Led

Betrachtet man das Argument des Arcussinus, so sieht man dass man einen be-
stimmten Entpunkt x. nur erreichen kann wenn gilt:

Teg

vg

S, < vi/g

1

1.b) Wieviel Zeit benttigt er daftr?
Die Flugzeit ist
2vq sin « Te

te = =
g Vg COS (v

1.c) Was ist die maximale Hohe dieser Flugbahn und zu welchem Zeitpunkt wird sie
erreicht?

Den Zeitpunkt des Maximums erhlalt man wenn die Steigung % verschwindet:

dz
= =0
dt
d 1
E(votsina—ﬁgtz) = 0
vosina—gt = 0
Vo .
tmax = —SInQ
9
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Die maximale H6he ist also:

1
: 2
Zmax = Uplmax SN — igtmax
2 2
_ Yo .2 L vy .o
= —sin“a— sg—=sin‘a
g 27g

U2

= Lgina
29

Dabei ist die z-Koordinate

Vo

Tmax = Up— COSsin o

1.d) Mit welcher Geschwindigkeit trifft der Massenpunkt den Zielpunkt?

(te)

d
__’t
2 .

d t e + | vot si L t?)e
— | vt cos e, Vot sina — — €,
i 0 0 29

vy cos ey + (vosina — gt) €;|,_, _2ugsina
—t,—2vsina
g

2upsina\
— | €

t=te

Uy COS €y + (vo sina — ¢
g

Vg COS (€, — Vg SIN (L€,

Vg COS (v
u(t,) = 0

—vp Sin o

1.e) Was ist die maximale Entfernung x. .., die bei vorgegebenem v, moglich ist?
Verwende dazu Gleichung 1:

der sin 2 kann maximal gleich 1 sein. Deshalb ist z. . =

. Ted
sin2a = 5
Vo
g
S x, = —sin2a
g

(S |§w
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Abbildung 1: Wurfparabeln fur eine Anfangsgeschwindigken v, = 10 =,

1.f) Unter welchem Wurfwinkel wird diese Entfernung erreicht?

Die Winkel fur die maximale/minimale Weite erhalt man wenn man diesen Aus-
druck nach « ableitet und null setzt:

dz,

do 0
d 2
—U—Osin2oz =0
da g

2
—2U—0 cos2a0 = 0
g

cos2a = 0 wird erreicht wenn a = m(3n + 1) mit n = {0, £1,+2,...} Ist n gerade,
so ist die Weite maximal in positiver z-Richtung, andernfalls maximal in negativer
z-Richtung.

Aufgabe 2

Flussuberguerung

Ein Boot Uberquert mit der konstanten Geschwindigkeit v, einen Fluss der Breite b sek-

recht zu dessen Stromungsrichtung. Die Strobmung hat einen parabolischen Verlauf: in

der Mitte ist die Stromungsgeschwindigkeit v mit v(b/2) = v,,, am grof3ten und an beiden
Ufern ist v = 0.
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Abbildung 2: Stromungsprofil des Flusses

2.a) Gib das Geschwindigkeitsprofil des Flusses an.
2.b) Welche Bahnkurve beschreibt das Boot?

2.c) Wo liegt der Landepunkt?

2.d) Wie lange dauert die Uberfahrt?

Nun fahrt das Boot nicht mehr senkrecht zur Stromungsrichtung, sondern in einem Win-
kel o gegen die Stomung. (Wenn o = /2 ist, fahrt das Boot direkt gegen die Stromung)

2.a) In welche (konstante) Richtung amuss das Boot steuern, damit der Landepunkt
auf gleicher Hohe mit dem Startpunkt ist? (Start- und Landepunkt liegen auf einer
Senkrechten zur Stromungsrichtung)

2.b) Welche Bahnkurve beschreibt das Boot jetzt?

2.c) Wie lange dauert die Uberfahrt?

Bei dieser Aufgabe sollte man sich nicht unbedingt nach der angegebenen
Reihenfolge halten!

Als Ursprung wird die FluRBmitte gewahlt. Die Strémung ist bei z = +b/2 gleich null. Man
setzt deshalb eine quadratische Gleichung der Form

b b
vi(r) = Alz+ 5) (7 — 5)) (2)

an. An der Stromungsmitte x = 0 soll v4(0) = v,, gelten;
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S = A(0+2)-(0-2))

, 2 2
Up = —Abz
s A = —%
Damit erhalt man das Stromungsprofil
@) =~y ) (- 2)
vs(z) = _Zl;)_zm($2_§)
vs(z) = vm—4§—2m9:2

Der Geschwindigkeitsvektor des Bootes ist

" _ Vg _ Up
iw) = < vy (x) = vg(z) ) - ( Uy — %xz ) (3)
Das Boot beschreibt eine Bahnkurve 7(t) = ( ‘;8 ) deren z-Komponente nur von der
Geschwindikeit des Bootes abhangt:
b
r = ut— 3 4)

Die y-Komponente hingegen hangt auch von der z-Koordinate des Bootes ab:
t
y = / v(x(t")) dt’
Ot ,
y = / v(vy -t — =) dt’
0 2
! 4vp, b,
v /o (“m‘?@b‘t"ﬁ) ) o

t 2
dv, 4o,
y = / (vm— St 4 Ubvbt’—vm> dt’
0

2 t
20V 9 AUV 8

’y =
b 3v? 0
20,0p 5 AUV 4
= t* — t
Y b 302

200 (5 2Up 4
= TRy
Y b ( 30 )
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Die Bahnkurve ist:

At) = (

—b/2 nach z; = b/2 wird nur durch die xz-komponente

Die Dauer der Uberfahrt 7 von z, =
Bestimmt:

Ty — Ts

& T
T

T

—b/2

Startet das Boot bei 77(0) =

so ist nach der Zeit T der Punkt 7(7") =

(-
(©
(-

Ubt—%
g (7~ 50)

= UbT
Ty — T

b/ ;jb— (=b/2)
Up

b

Uy

3b

2w (b
3b Up

%T?’)

0
erreicht. Die z-Komponente ist einfach das andere Ufer und
20,0
YT T
20,0
YT T
2050
YT T
2y
vy = 31)(,

Das Boot erreicht das andere Ufer bei

m(T)

|

b/2 )
2o},

3’l)b

Wenn das Boot nicht mehr senkrecht zur Strohmung o = 0 fahrt, &ndert sich der Ge-
schwindigkeitsvektor des Bootes bezlglich des Ufers auf.

i(z) = <

Der Ort des Bootes ist

B Up COS (v
Upy — B2a? — ypsina

()
(o)
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Die Rechnung fir die y-Koordinate verlauft analog zu (?) jedoch muss v, durch v, cos a
ersetzt weden und v, (z) um einen zusatzicher Term —uv, sin « erweitert werden:

4
vy(z) = U — “Um 2 vp Sin

bZ

4v,,

t
b
= = m . t/ — )P = i dt/
Yy /0 <v B (vp cos av 2) vp Sin a)

2V, 0} COS (v 2 2vy, cos Qs ‘s
= T2 - — upt - sin «v
4 b 30 ’
N F(t) _ Upt - cos v — g
— 2vmvgcosa (t2 o 2vb30l())sat3) _ Ubt . SiIl Q

Die Uberfahrt dauert jetzt

b

Up + COS (X
Berechnung des Erforderlichen Winkels:

1. Alternative: Das Boot muss zur Zeit T bei 7(T') = ( béQ ) sein:

=yT) = 0

b 3b

2U,,Up COS (¢ b 2 2 COS v b 3 . b
- — vy sin a =0
b Vp COS 3b Up COS Vp COS

2u,upb? cosa 4v,vEbdcos? . vpbsin a

20,0 cOS @ (Tz _ MTs) —ysinaT = 0

_ _—
vEbcos? a 3b2v} cos? U} COS (v
20,  4du, .
—2_ ™ _sna = 0
Up 3'Ub

20, 4
S sina = L<2——>

Up 3
. 20U,
sinae = ——
31)1,

. 2u,

< o = arcsin-—

31)1,
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b=2km

v _=10 km/h
m

V= 10 km/h

1.4 (1, 1.33) |
7
1.2 ,/
1 //
0.8 ,

0.6 '
0.4 /T=02h

’

0.2 (0.49, 0.16)

i |

-0.5 J 0.5
a=42° _02

Abbildung 3: Flussiiberquerung

2. Alternative Die die y-Komponente der Bootsgeschwindigkeit v, sin @ muss so ge-
wahlt werden, dass sie die Abdrift vy, = v,,, — 4;’—2"%2 gemittelt Gber die Breite des Flusses

exakt kompensiert, also:

Up SIn o

sin o

sin «v

sin «v
sin «v

= Qo

1 +b/2 4 -
= —/ Uy — Lxde

Um Um

Up 3'Ub

. 2v
= arcsim ——
31)1,
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Abbildung 4: Bahnkurve vor(t) fir R = 1 undw = 107

Aufgabe 3

2P
Bahnkurve

Ein Massenpunkt durchlauft von ¢, = 0 bis ¢, = 1 eine Kurve die durch den Ortsvektor

x(t) coswt - sin 7t
mt) = | y) | = R| sinwt-sinnt
z(t) cosmt

beschrieben werden kann.

3.a) Beschreibe die Kurve, die der Ortsvektor durchlduft. Welche Rolle spielen R und
w?

e die Kurve lauft von (0,0, R) bis zum Punkt (0,0—, R)

e in der Projektion auf die zy- lauft der Massenpunkt auf einer Spiralbahn.
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— diese hatden Radiusr;, =0beit=0undt =1
— beit = 1/2 ist der Radius r, = R der Spirale maximal
— die Anzahl der Umlaufe betragt w/n
— der Radius erweitert sich sinusférmig in Abhangigkeit von ¢
— und kreisférmig in Abhangigkeit von z
e die Bahnkuve lauft auf einer Kugel mit dem Radius R

e und dem Ursprung als Mittelpunkt

3.b) Berechne die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Punktes zum Zeit-

punkt ¢.
Geschwindigkeit:
d coswt - sinmt
v = —7(t) = —R | sinwt-sinnt
dt *) dt
cos Tt
—wsinwt - sinwt + 7w coswt - cos 7t
= R wcoswt - sin7wt 4+ wsinwt - cosmt
—msin 7t
UZ/R2 = (wcoswt - sinwt + wsinwt - coswt)?
= w?cos?wt - sin® 7t + w2 sin® wt - cos® wt + 27w cos wt - sin 7wt - sin wt - cos 7t
Tw
w2 cos? wt - sin? 7t + w2 sin? wt - cos® 7t + > sin 2wt - sin 27t
V2 /R? = (—wsinwt-sinmt + 7coswt - cosmt)
TW
= w?sin®wt - sin® 7t + 72 cos? wt - cos® 7wt — > sin 2wt - sin 27t
v2/R* = nm’sin®mt
172/R2 = w?cos?wt - sin® 7t + 72 sin® wt - cos? 7t

+ w?sin?wt - sin® 7t + 72 cos® wt - cos® it + w2 sin? 7t
w2sin? wt + 72 cos® 7t + w2 sin® it

wrsin?® wt + 72

U] = Ry w?sin? it + w2

Beschleunigung:

d d —wsinwt - sint + wcoswt - cos wt
a = %U(t) = ER wcoswt - sint + wsinwt - cos 7t
—msin 7t

—w? coswt - sin Tt — 72 coswt - sin 7t + wm(—sinwt - cos Tt — sin wt - cos t)
= R| —w?sinwt-sinmt — w?sinwt - sin 7t + wr(— coswt - cos wt — coswt - cos mt)
—7? cos it
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Abbildung 5: Darstellung der Bahnkurve eines Massenpwiktewei, sich von einander entfer

nenden Koordinatensystemen S und S’

—(w? + %) coswt - sin 7t — 2w sin wt - cos mt
= R| —(w?+7?)sinwt -sinmt — 2w cos wt - cos 7t
—7? cos Tt

Aufgabe 4

Transformation zwischen Bezugssystemen

Ein sich bewegender Massenpunkt wird in einem Inertialsystem S und ein anderes Be-
zugsystem S’ betrachtet. Dieses bewege sich mit der Geschwindigkeit v, (¢) von S weg.
Die Koordinaten werden so gewahlt, dass . (t) in beiden Bezugssystemen nur eine z-
Komponente hat. Die Zeit verlauft in beiden Bezugssystemen mit gleich schnell (' = t).
Zur Zeit t = t' = 0 haben sich die Urspriinge in einem Punkt gekreuzt. Im Inertialsystem
S genugt der Massenpunkt der (NEwTONschen) Bewegungsgleichung

mr = F (5)

4.a) Stelle die Transformation T'(t,(t)) : 7+ 7 auf.
vektoriell:

Komponenten:

3P



4.b) Wie lautet die Bewegungsgleichung des Massenpunktes aus der Sicht von S’
wenn v, (t) = at mit konstantem & ist?

~+

90 = 70— [ dald)-di

= F(t)—/tav-df

= F(t)—%a‘ﬂ
Py = Fo) - S sar

- f(t)—at:f(t)—ﬁml(t)
F) = ") —a

Dabei ist ma eine Scheinkraft.

4.c) Wie muss t,q(t) gewahlt werden, damit die Bewegungsgleichung (5) unter der
Transformation T'(v,q(t)) : ¥+ 7 invariant bleibt.
Die t-Komponente bleibt unabhangig von v, (t) invariant. Deshalb bleibt die Be-

wgungsgleichung (5) invariant wenn %(t) = 7(t). Das wiederum ist erfullt wenn
it (t) = 7(t) + const gilt. Das bedeutet dass . (t) konstant sein muss.

4.d) Die GALILEItransformation G(7.q, T,e)) : 7+ 7 ist definiert durch?:

G(ﬁela 171‘61) o ’I“(t) - T(t) - ﬁel - 17relt f;ela 171‘61 = const

Zeige diese GALILEItransformationen eine ABELsche Gruppe bilden.

Die vollstandige Gallileitransformation enthalt nochekonstante Drehung der Bezugsysteme untereinander
und einen Zeitoffset. Allerdings werden die Bezugssysteraist so gewahlt, dass diese verschwinden.
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(a) Existenz und Eindeutigkeit: Eine Transformation G(7ie2, thea2) angewendet
auf eine andere G(q1.1, the,1) €rgibt wieder eine Transformation G (7e13, Urer3):

G(ﬁelﬂa 171"61,2) © (G(ﬁel,la ﬁrel,l) o F(t)) - G(ﬁel,Za ﬁrel,Z) o (F(t) - fF;el,l - 17rel,1t) )

T<t) = Trel,1 — Urcl,lt — Trel,2 — Urol,2t

T — (ﬁel,l + 7_7;"6172) - (ﬁrel,l + ﬁre172)t

-~ 7

' '

Trel,3 Urel,3

= G3(ﬁol,37 Urol,:a) or

= G(fr_ﬁ"el,% 171"61,2) o G(ﬁel,la ﬁrel,l) = G(ﬁel,?n 171"61,3) L

(b) Assoziativgesetz: Die Reihenfolge der Anwendung von G, Go und G35 spielt
keine Rolle:

Aus der vorhergehenden Rechnung sieht man, dass

G(ﬁel,Za ﬁrel,Z) o G(fr_ﬁ"el,la 171"61,1) - G(fr_ﬁ"el,i’n 171"61,3)
mit
7:;01,1 + ﬁol,2 = 7:;01,3 und Urol,l + Urcl,2 = Urcl,3 (6)
deshalb ist
G

(rrel,la 171"61,1) © (G(fr_ﬁ"el,% 171"61,2) o G(ﬁel,?w Q_frel,i’)))
G(ﬁcl,l + (7:;01,2 + ﬁol,3) 777r01,1 + (Urol,2 + ﬁr01,3))
( —

(Trel,l + Frel,Z) + ﬁel,?w (171‘61,1 + ﬁre172) + 171"61,3)
= (G(ﬁcl,% Urol,Z) © G(ﬁol,lu Urol,l)) o G(ﬁcl,i% Urcl,3) u

I
Q

(c) Existenz eines neutralen Elements: G(7e1, Ural) © G(7re10s Urel0) = G(Trel, Urel)

An (6) sieht man, dass die Galileitrafo auf Vektoraddition basiert. Das neutrale
Element davon ist der Nullvektor 0. Deshalb ist G(0,0) ein guter Kandidat fuir
das neutrale Element:

—,

G(ﬁoh Urcl) o G<67 0) = G(ﬁcl + 67 Urcl + 6)
= G(ﬁela 17rel) |
(d) Existenz eines inversen Elements: G711, Tret,1) © G(Fret,—1, Teet,—1) = G(0, 0)
Wiederum hilft (6) wenn man G(—7}el, —Ue) @Uf G(Thel, Ure1) @nwendet erhélt
man:
G(ﬁoh ﬁrcl) o G(_'F;ola _Urcl) = G(ﬁcl - 7:;017 Urcl - Urol)

G(0,0) m
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(e) Komutativgesetz:

G(ﬁel,?a 17rel,2) o G(ﬁel,la ﬁrel,l) = G(’F}el,l + ’F;el,Za Q_frel,l + 17rel,2)
= G(ﬁclﬁ + 7:;01,17 Urcl,2 + Urol,l)

= G(ﬁcl,lu Urol,l) © G(ﬁol,% Urol,2) n

4.e) Anwendung der Galilieitransformationen:

Ein Physiker fahrt in einem Zug, der relativ zur Erde mit konstanter Geschwindig-
keit fahrt. Am Bahndamm sieht er

(&) einen Jungen (reibungsfrei) einen Ball werfen (senkrecht oder schréag)

Wurfparabel, bei der sich die Geschwindikeitskomponente gegen die Fahrtrich-
tung erhoht.

(b) jemanden ein Federpendel betrachten
Sinus.

(c) einen stehendes oder rollendes Rad
Zyklode.

Uberlege qualitativ welche Bahnkurfen der Physiker sieht.

Aufgabe 5
Tiefe eines Brunnens

Um die Tiefe eines Brunnens zu bestimmen la3t man einen Stein in diesen fallen und
mist die Zeit ¢ bis zum Aufschlag. Das Schwerefeld g kann als homogen angenom-
men werden. Es wird ein ausreichend schwerer und aerodynamischer Stein gewéhlt, so
dass Reibungseffekte mit Luft vernachlassigt werden kénnen. Die Zeit, die der Schall
(Geschwindigkeit ¢) des Aufschlags braucht bis er den Rand des Brunnens erreicht, ist
jedoch signifikant.

5.a) Berechne die Tiefe des Brunnens

I = tstein 1+ lschal

freier Fall:

1 2h
h = _gtz ein <~ tStoin = -
2 St g

1.15

2P



Schall:

h
h = ctschan & tschall = -

2h
=1 = — 4+ —
g
ot h 2h
c Vg
ht  h? 2h
ef-2— 4o = =
c+02 g

2
®h2—2h<c—+ct)+czt2 ~ 0
g

c? 1 c2 2
= h — 4ttt = 4<—+ct) — 4c2t?
g 2 g

2 1 4 3
ho= S vt o[4S 4185 4 a2 — a2t
2\ g¢? g

g
2 2 2gt
h= Svetiy1+2L
g g C
Da fur t = 0 h = 0 sein muss, kommt nur das negative Vorzeichen in Frage:
2 2 2 t
Sho= Sqe- g1+ 28
g g c

2 2gt
ho= ct+c—<1— 1+i>
g

5.b) In realistischen fallen ist ¢ > 2¢t. Gib die ersten drei Terme einer Reihenentwick-
lung an.

1 1 1 b}
v1+ ~ 14 -—x— -2+ —2 — —zt
’ 2x 8x 16x 128x

2 [ 2gt
h = ct+c—<1— 1+i>
g C

2 29t 4¢*?  8g%3 516!
ho~ c+=(1-1-L420 290 209
g 2c 8¢? 16¢3 128¢4
1 23 5ot
hon Lgp o O 50
2 2¢ | 82
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5.c) Bei einem Brunnen auf der Erde (g = 9.81 m/s?, ¢ = 330 m/s) wird eine Fallzeit von
4.0 s gemessen. Welche Tiefe wird nach 1.-3. Ordnung und exakt ermittelt?

Ordnung | 1 2 3 00
Tiefe in m ‘ 785 69.2 70.6 70.4
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