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Ubungsblatt 10

Lésungsvorschlag
3 Aufgaben, 9 Punkte

Aufgabe 1
Das Keplerproblem nach Newton

In der NEwTON’schen Formulierung der Mechanik werden zwei (isotrop) wechselwirkende Mas-
senpunkte durch die gekoppelten Differntialgleichungen

miry = (F =) - far (|7 — )

maoty = — (1 —72) - far(JL — 7))
dargestellt. Ist die Gravitation fur die Wechsewirkung verantwortlich, so ist die Kraft zwischen den
Korpern
_ymamaz

fa1

7 — 7]

1.a) Transformiere die (gekoppelten) Bewegungsgleichungen auf Schwerpunkts- und Relativko-

ordinaten.
Schwerpunktsvektor:
= myT + Mot
R J— - - c
mi + mo
Relativvektor:
o= 7Ty
Inverse Transformation:
Ty = 71 -7
— m1F1 —|— mao 7?1 - T
-2 (" —7)
mi + mo
= R m R
R = - —2—F
mi + meo
N = m N
&1 = R+ —2
mia —|— mao
N = m S S
=71 = R+ — 2 P
mia —|— mao
o = m o
o = R-— —— 1 7
mi + mo
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Die Bewegungsgleichungen sind dann

2 — ) N _
mige (B+ 7T =7 ()
2 — R N _
made (RB— 7)) =7 fa(lf)
mi R+ W.é = —7m1m2# . mims
- . ! mit g = ———
moR — pr = “F'lemQ# my + M2
Addition:
2m1]§ = 0
&R = 0
Subtraktion:
- - '
(m1 —mo) R+2u7" = —2ymima—s
|71
- d
7= =y (mi+m) —3
|71

1.b) Lose die Bewegungsgleichung fir den Schwerpunkt

oy

R = 0
-, P
=R = const = ——
mi 4+ mo
:>ﬁ = ﬁo-ﬁ-ﬁt

Der Schwerpunkt bewegt sich inertial.

1.c) Bei der Relativbewegung gilt Drehimpulserhaltung (L =const.). Das bedeutet, das sich die
Bewegung der beiden Korper auf einer Ebene stattfindet. Wahle also geeignete ebene

Polarkoordinaten, zur Formuliernung der Gleichung der Relativbewegung.

Es werden Polarkoordinaten so gewahlt, dass sie die Ebene beschreiben, in er sich die
Massenpunkte bewegen. Die dritte Koordinate (z oder ¥) steht parallel auf dem Drehimpuls

und ist deshalb konstant (bzw. ignorabel):

7 ré,
=7 = 76 +716 = 1é +1e,
=7 P& + Q€ + T8, + TPy — 1€,

= (F—r¢®) e+ (2rp+ 1) e,

Die Bewegungsgleichung des Relativvektors in Polarkoordinaten ist damit:

€

(F—rgbz) e+ 2ro+ry)e, = —y(mi+ma) —=

|7°é}|3

Radialgleichung:

i—re? = —

N



1.d)

l.e)

Winkelgleichung:
2ro+ry = 0 2
¢ = —¢

Lose die Bewegungsgleichung fir die Winkelkoordinate und setze sie in die Radialglei-
chung ein.

2p+ri = 0
%@w¢+ﬂ@ =0
1d 2. _

ral®) =0

Das bedeutet der Drehimpuls von ¢ ist konstant:

=7r%p = const = L,
; L
&P —
r

In die Radialgleichung einsetzen:

FE
Zur Diskussion und Lésung der Radialgleichung siehe Skript und DREIZLER & LUDDE, Me-
chanik, Kap. 4.1.2

Zeige, dass NEWTONs Bewegungsgleichungen der Gravitation beim Ubergang von kartesi-
schen nach Polarkoordinaten nicht forminvariant sind.

Die NEWTON'schen Bewegungsgleichungen wahren forminvariant wenn

in kartesischen Koordinaten (i, j € [z, y]) nach

9

in Polarkoordinaten (¥, = r, &2 = ¢) transformieren wirden. (Die KOS wurden so gewahlt,
dass z = ¥ = 0Vt)
Gravitationsgeetz in kartesischen Koordinaten:

ax; oV

ma; = ————————— = =
! 3/2 B:Ui
(Z,22)
mit der Beschleunigung @ = Ze, + §€,) und dem Potential

o «
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in Polarkoordinaten sind damit die Bewegungsgleichungen

. ov «
v,r‘ = _FT = — = —-——
ma or r2
. 9 ov
ma, = —F = r0p -
Mit der Beschleunigung
2 o
a = - (ré,)

= = (rér + roé,)
(7 — r¢?)Er + (rg + 2ip)é,
= 4y€r + Ay€y
Kdnnen die Bewegungsgleichungen als

. , !
m(i —rp?) = —3
ré+2rp = 0
geschriben werden. (Die Winkelbeschleunigung a,, verschwindet wegen Rotationssysmme-
trie des Potentials.) Sie haben also eine andere Form als die Gleichungen in kartesischer

Darstellung. Mehr dazu in JELITO 11.1

Aufgabe 2

Inverses Keplerproblem

Beim inversen KEPLERproblem geht es darum aus einem gegebenem Orbit () die wirkenden
Krafte bzw. das Potential zu finden. Eigentlich kdnnte man zur gegebenen Bahn r(y) beliebig
viele Kraftfelder F(7) finden, die ein Kérper auf dieser Bahn halten konnte. Erst wenn man weif3,
das es sich um ein Zentralkraftproblem handelt, kann man die GréRe f(r) = <X und damit das
Kraftgesetz eindeutig aus der Bahnbewegung herleiten.

2.a) Beweise

dv 2o (2 2 (dr\?
S gy = Pe (Er_ (),
dr mrt \ dp? r \dy
Die Bewegungsgleichung fiir » lautet (siehe Afg 1.c), ()):
mit —mre? = f(r) (©)
Es gilt:
L d?r _d (dr
DT owr T @\t
_ A (drdpy _ o ddr  drdp
T wt\dpdt ) T Farde " dpdi®
_ Pride e
T Ya2a T Yde
d?r dr
o 2 4T - O
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Bewgungsgleichung fur den Winkel ¢:

2ip+rg = 0
2 .
el = 0
< rdt (T </7)
s rip = const = Pe (5)
m
AuRerdem gilt
2ro+ry = 0
. —2¢dr
°Y S Tw
. —2pdrdy
L r do dt
. —2¢2% dr
b= — ©®)
r dp
(4) in die Radialgleichung (3) einsetzen:
£r) ,2d2T+..d7’ .9
T = m —s —_— =T
VAR T, e

(5) und (6) einsetzen:

f(r)
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2.b) Ein Kdrper bewegt sich auf einem elliptischen Orbit r(¢) = m in einem Zentralkraft-

feld, wobei das Zentrum in einem Brennpunkt liegt. Zeige dass f(r) ~ r~2 gilt.

p : Dy 2
= — mitp = — =a(1l —
2 14+ ¢ecosp b mo o &)
dr —pe sinp
dip (1+¢ cosep)’
r?
= —esing
p
Pr (1+e cos @)® - pe cosp — pe sing - 2 (1 + ¢ cos ) (—esin )

dep? (14¢cosp)’
£ cosp + €2 cos? p + 22 sin? ¢

(1+¢ cosep)®

3

r

_ 2 .2 2
= 2(acos<p—|—5 cos® ¢ + 2¢” sin

2<p)

IS
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2
Py (13
mrt

P
mrp
P
mrp?
P 1
o

7”_2

(5 Ccos Y + g2

G

2

2

(—1—¢ cosyp)

= f(r)

~

2.0)
dass das Kraftfeld mit »—3 abnimmt.

(5 cosp+e%cos?p—1—2ccosp—¢

2t
-~ —c
7 p2

3

2 sinch—r—z(l—i—s cos )’
p

cos? @ + 2¢? sin? go)

)

2 cos? cp)

In einem anderen Zentrafkraftfeld bewegt sich ein Korper auf der Bahn r(¢) = roe™%. Zeige

r(p) = roe ¥
d
é = —rge ¥ = —r
d2
d—gog = rpe ¥ =r
2
pgp 2 2
= f(r) = oy <7’—;(—T) —7’>
2
Py
= A )
!
B m 73
= f(r) = =

Aufgabe 3
Drittes Kepler'sches Gesetz

Beweise, dass bei Planetenbewegungen

2P

naherungsweise das 3. Keplergesetz

7?2 a’

(Qudrate der Umlaufzeiten sind proportional zur dritten Potenz der grof3en Halbachse) gilt. Un-
tersuche den Proporitonalitatsfaktor fir unser Sonnensystem.

Flache einer Ellipse:

A = mwab
2Ep?
= 7a?y/1—¢e2 e=+¢/1-— p;,
7%}
2Ep?
= ma%y/1—-1-— p;, FE = @
no 2a
2
= ma? _ e
pac
— TPy ,3/2
e
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Uberstrichene Flache:

Il
c\
~

N~ N

=

[\v]

©

QL

~

T
_ / Pe 44
0 2w
2p
Die Beiden Flachen sind gleich:
™y 372 _ Py
—Fa = =T
Vo 2p
T = 27‘(’1/&&3/2
(0%
472 3

sT? = —— ¢
y(my + ma2)

=72 ~ o

Fir unser Sonnensystem m; > msy ist der Proportionalitatsfaktor fir alle Planeten naherungs-
weise gleich:

477# ~ 4_7T2 = 2,9-10—18m_3
~v(mq + ma) ymy
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