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Lésungsvorschlag
3 Aufgaben, 9 Punkte

Aufgabe 1

Rotierendes Bezugssystem

In der Vorlesung wurden die Bewegungsgleichungen

S md

S md

UG
—m(ﬁx%)—Zm(ﬁx?)—m@x (LDX;?)—éU(E)

fur die Bewegung eines Massenpunktes aus Sicht eines inertia-
len Bezugssystems S und eines rotierenden S abgeleitet. In der
Vorlseung wurde angemerkt, dass der Ortsvektor des Massen-
punktes unabhéangig von der gewahlten Darstellung ist

3 3
T = E i€ = E Ti€; = 1
i—1 i=1

solange der Ursprung 0 = 0 gleich bleibt.

1.a) Bestimme die éi in Abhangigkeit von &1, é> und &5 sowie die &; in Abhangigkeit von (x4, z2, x3)
fur die in der Grafik dargestellten Drehung.

Aus der Graphik sieht man:

DU DUC

w

= €] coswt + €5 sinwt

S ist ein rechtwinkliges Dreibein, deshalb gilt

™| C ™ C

SIS
N

Berechnung der Komponenten:

8
N

Il
Die
=<

= é3><é}
0—sinwt -1
= coswt-1—-0
0-0

= —¢; sinwt + €3 coswt
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Die 9 Skalarprodukte D;; = éiéj kann man in einer (Rotations-)Matrix D zusammenfassen:

coswt sinwt 0

D = —sinwt coswt 0
0 0 1

Damit kann man die Komponenten ineinander umformen:

T coswt sinwt 0 T
To = —sinwt coswt 0 To
573 0 0 1 T3
oder
1 = w1 coswt+ xo sinwt
Iy = —x1 Sinwt + xocoswt
fg = T3

Es wird nocheinmal darauf hingewiesen dass P # D7 ist, da es sich um eine passive

Drehung handelt, bei der 7 = 7 gilt.
1.b) Zeige fir diese Bezugssysteme durch Rechnung mit Komponenten

=<

+d x

SIS

/17:

Die Geschwindigkeit ist definiert als

gilt

=<
Il
=

Wegen

In Ubungsblatt 0 wurde gezeigt, dass fir uniform rotierende Bezugsysteme gilt:

€ = w(—sinwt- &+ coswt-€y) = we,
€, = —w(coswt- &, +sinwt-§e,) = —we,

Ubertragen auf unser rotierende Bezugsystem heif3t das

él = wv_,2 ég = —wé’l é3 = 6
3
= Z iléz = j?lu}ég — 572(.«)(?1
i=1
—Ta 0 T1
= W .’Z‘l = 0 X jg
0 w 573



In unserem Fall ist & = wes.

mit 37| #¢; = o folgt:

<L
Il

R

8¢

N

Due

_|_
M-

K¢

N

Due

1.c) Leite die Bewegungsgleichungen fir dieses spezielle rotierende Bezugssystem her. Die
allgemeine Form (1) sollte héchstens zur Kontrolle benutzt werden.

Lagrangefunktion:
L = T+V
_ %mﬁQ—V(F)

1 o N2
- §m(ﬁ+u7><F) — V()

3 2
1 5 L2 A VRV
= 5m E Z:€; + wE1€y — wxo€y | — V(&1,Ta,E3)
i=1
3 2
1 o2 oo oo 209 v o
= §m g T, + 2wT1Zo — 2wTaTy + g wE; | — V(&1, %2, T3)

i=1 =1

d oL 1 . . - .
535?1 = §ma (2961 — 2w:vg) = mx, — Mwis
oL . 9. oV
97, = MwTe +mMw x| — 9%,
. . 9. 2%
= mI; = 2mwlo+ Mw Ty — =
01
i oL = 1m— 2% + 2wy ) = mi i
dt 0%, 2 dt ( 2 1) = M2+ mwi
oL . 9. oV
9% = —MNMwIi +mwTe — 9%
o . 90 aV
= mIy = —2Mmwl1+ Mw o — —
6$2
doL 1 d 93 -
Tor © 3 (2) = mis
oc aV
dts O3
ému%g = —8V
O3

Die Bewegungsgleichungen zusammen gefasst:

oy
0,

mi, = 2mwis + mwii —
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oV

mﬁfcg = —2mw§c1 + mw?is — —
8:02
s av
mI3 = —Z
8563
Das kann man als Vektorgleichung zusammenfassen:
.. 2 .
mr = 2mweéity — 2mwesdy + Z mw?é;i; — VYV

=1

3
g
[

—Qm(@'x{'f) — ma X (d}x%’) S vaY,
Fo=—2m (Lv x 17) heiRt CorioLiskraft und Fy = —md x (47 x F) ist die Zentrifugalkraft.

Aufgabe 2
Bewegung im rotierenden Bezugssystem

In dieser Aufgabe wird wieder ein Massenpunkt in einem Inertialsystem und einem uniform rotie-
renden Bezugssystem betrachtet. Der Massenpunkt bewegt sich dieses Mal im Inertialsystem mit
konstanter Geschwindigkeit v entlang der x-Achse. Zur Zeit ¢t = 0 befindet sich der Massenpunkt
im Ursprung beider Bezugsysteme.

Wie bewegt sich der Massenpunkt aus Sicht eines rotierenden Beobachters?

Hinweis: Eine Mdglichkeit die gekoppelten Differentialgleichungen zu l6sen ist die doppelte bzw.
einfache Ableitung und ineinander einzusetzen.

Es treten keine weiteren Krafte/Potentiale auf. Deshalb sind die Bewegungsgleichungen

mi = 2mwis + mwii (2)

mis = —2mwii + mwiis €))

Die dritte Koordinate ist in diesem Beispiel belanglos. Um dieses DGL-System zu I6sen wird (2)
zweimal und (3) einmal nach der Zeit abgeleitet:

%1 = 2(.«)%2 +w2§71 (4)

,%2 —2wi1 + w2£%2 (5)

Benutze (3) um i, aus (5) zu eliminieren:

: 1 w,
T2 = 721 — 721
2w 2
g i 4 Y w?
ro = —2zWl —T1 — —T1
2 2
© w? o
= —=Wr] — —X1
2
Diese Gleichung in (4) einsetzen:
.j}l = —3&)2.%1 — w4i1 + wQ%l
S0 = 1+ 2(.«)25%1 + w4i1 (6)
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zur LOsung wird der Ansatz &; = exp(At) eingesetzt:
MeM L oa2?eM fute = 0
M+2X 20w +ut =
(A + w2)2
Das ist die Charaktaristische Gleigung der DGL 4. Ordnung. Sie hat die beiden Wurzeln 2. Ord-
nung

Al = iw Ay = —iw

Damit ist die allgemeine Lésung

T (A+Ct)e™" + (B+Dt)e ™!

i1 = (iwA+iwCt+C)e™ 4 (—iwB — iwDt 4+ D) e ™!

i = (—w2A —WwiCt+ 2iwC) et 4 (—wQB + WDt — 2iw) et

5%1 = (—iw*A—iw®Ct — 3w?C) €' + (iw’B — iw’Dt — 3w*D) e~ ™!

£1(0) = 2wis(0) +w?E(0) = 0
571(0) = 2&).%2 + w2571
= —4w%1(0) + wia(0) + Wiy (0)
= —3wv
0 = A+B )
v = wWA+C—iwB+D (8)
0 = —w?A+2iwC —w?B - 2iwD (9)
—3w?v —iw3 A — 3w%C + iw*B — 3w?*D (10)

Addiere 3w? mal (8) mit (10):

3w?v — 3w = WA+ 3w?C — iw’B + 3w?D — WP A — 3wC + W B — 3w?D
0 = 2w3A—2iw®B
=0 = A-B

Diese Gleichung und (7) erlauben nur die Lésungen A = B = 0. Damit werden die Gleichungen
(8) und (9) zu:

v = C+D
0 = C-D
v
=C=D = =
2
Die Lésung fur &, ist damit
t . )
I = % (e“"t—l-e_“"t) = ot coswt

Die DGL fur &2 kann man gewinnen wenn man die Ausgangsgleichung (2) ableitet

571 = 2(.«)572 +W2Jv?1

P 1 W

Ty = =21 — 71
2w 2
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Abbildung 1: Bahnkurve des Massenpunktes im rotierenden@esystem. Parameter= 27 undv = 1

und in (3) einsetzt:

—9? — =i = 2w+ W
o1 T 5T 1 2
&2 L ; + 3
Ty = —==I —
2 s3T5
1 = ot coswt
9.?1 = v coswt — vwt sinwt
%1 = —2uw sinwt — vw?t coswt
il = —3ww? coswt — vw3t sinwt
einsetzen:
STy = L (—3vw2 coswt — vw?t sin wtt) + 3 (v coswt — vwt sinwt)
Qw3 2w
3v ; vt Wt 4+ 3v . vt ot
= ——coswt— =t sinw — coswt — —t sinw
2w 2 2w 2
= —uvt sinwt

Der Massenpunkt beswegt also im umiform rotierenden Bezugssystem auf einer Spiralbahn.
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Aufgabe 3

3P

Foucault’'sches Pendel

Der franzdsiche Physiker JEAN BERNARD FOUCAULT (1819
- 1868) hat in den Jahren 1850 und 1851 mit Hilfe eines
Fadenpendels nachgewiesen, dal die Erde um ihre Polach-
se rotiert. Eine nach dem gleichen Prinzip arbeitende Ver-
suchsanordnung nennt man FoucAuLTsches Pendel. Be-
rechne in der N&herung kleiner Ausschlage wie sich die Schwin-
gungsebene eines 30 kg schweren Pendels der Lange [ =
50 m aufgrund der Erdrotation dreht. Gib die Rotationsdauer
y in Abhangigkeit von der geografischen Breite an. Verwende
dabei & und y als generalisierte Koordinaten. Aller Terme mit
X der Ordnung w? und mit 2 kénnen vernachlassigt werden.

Es gilt die holonome Zwangsbedingung

j,2+g2+52 _ 12
<% = I(1—cosa)

Die kinetische Energie im rotierenden Bezugssystem (vgl. Aufgabe 1) ist
22 .2 .2 . ) 2
T = <:Tc 49 +2 +2wsind (561502 — :1“029?1) + Zifwz sin? 19)
i=1

~
~

|3 |3

.9 .9 . .
(5: £+ 2w sind (5:1:%2 - ;m:l))

Potentielle Energie:

LAGRANGEfunktion:
.9 ) . .
£om T (4§ 42w sin (ks —dodi ) ) - T (8 + 57

Analog zu Aufgabe 1 sind die Bewegungsgleichungen
I = 2w sinﬁgj — wgzi
gj = —2w sin¥F — wiy

Dabei ist wy = /72 die Kreisfrequenz des Pendels wenn man die Erddrehung vernachlassigt.
Wenn man die Bewegungsgleichungen auf ein Bezugsystem Zz, i transformiert, das mit der Win-
kelgeschwindigkeit & = w sin ¢ um die Z-Achse rotiert, wird sich die Bewegungsgleichungen stark
vereinfachen:

T = T cos(wt)+ g sin(wt)

T = I cos(@t)+ g sin(®t) + & (—F sin(ot) + g cos(wt))

i = I cos(Wt)+ysin(@t) + 20 (7 sin(@t) + § cos(@t)) — &? (¥ cos(@t) + § sin(@t))
g = - sin(wt) + ¢ cos(wt)

§y = —Zsin(@t) + 5 cos(@t) — & (& cos(@t) + @F sin(@t))

y = —2sin(@t) +y cos(@t) — 20 ( cos(@t) + @y sin(@t)) + & (& sin(@t) — § cos(@t))
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einsetzen:

T cos(@t) + y sin(@t) + 20 (=2 sin(@t) + § cos(@t)) — @* (Z cos(@t) + § sin(@t))

= 20 (-2 sin(t) + § cos(@t) — & (& cos(@t) + O sin(@t))) — wg (& cos(@t) + § sin(@t))

& 7 cos(@t) + ¢ sin(@t) = — (w§ + &) (& cos(@t) + 7 sin(@t))
+ 9 tan(@t) = — (w§ +@%) (Z + 7§ tan(@t))

und

—Z sin(@t) 4 g cos(@t) — 2o (:1: cos(@t) + oy sin(@t) )) + & (& sin wt) g cos(wt))
(@)

= =20 (% cos(@t) + g sin(@t) + & (—7 sin(@t) + § cos(@t))) — —Z sin(Wt) + g cos(wt))

& —1 sin(@t) +y cos(@t) = (&% +wp) (7 sin(@t) — § cos(@t))
&7 —ytan(@t) = — (@ +wj) (@ — § tan(dt))

Addition der beiden Gleichungen

Fo= - (@2 twd)a
Subtraktion der beiden Gleichungen
g = —(@+uwd)§
Betrachte die Kreisfrequenzen:
27 sin ¢
5 = wsind = % ~ 727107951 sin®

wy = ,/? ~ 5.89s7!

Das bedeutet dass & gegeniiber w, vernachlassigt werden kann.

Die Losungen dieser Differentialgleichungen sind damit

= Zpsin(wot + 0z)
= gosin(wot + dy)

=

<

Mit der Zwangsbedingungen des Ebenen Pendels

PR — (Esm(wot + 5))2 = 0
i3 sin®(wot + 6,) + Jg sin®(wot + J,) = (Esin(wot + 5)) ’
muss gelten
B+gp = A
5g =0, = 6

Waéhle die Anfangsbedingungen so, dass

Zg=A Yo =0
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Ort Breitengrad| Umlaufdauefl’ | Kreisfrequenz
Nordpol 90° 24h 7.27-107°s71
Trondheim| 63°25 26.8h 6.50-107 %51
Clausthal 51°48’ 30.5h 5.71-107 5571
Siena 43 20° 35,0h 4.99-107°%s7!
Shanghai 31° 12’ 46.3 h 3.77-1075s71
Mayapan 20038’ 68.1h 2.56- 1075571
Hué 16° 28’ 84.7h 2.06-10 551
Aquator 0 00 0
Recife -8°4 173.9h —1.00-107°s7!
Taveuni -16°49’ 83.0h —2.10-107°%s7!

Tabelle 1: Kreisfrequenz und Umlaufdauer desUEAULT'schen Pendels

In die Gleichung fir & und ¢ einsetzen:

= A sin(wot + d,) cos(wt)
—A sin(wot + d;) sin(wt)

K

¢
|

Das sind die Gleichungen fir ein ebenes Pendel das mit wyt schwingt. Dabei dreht sich die
Schwingungsebene mit @ um die Ruhelage (2-Achse). Die Umlaufdauer betragt

o 2_7r: 24 -3600s

w sin ¥

Oder einen Tag mal csc(1). ¢ ist die geographisch Breite. Beislpiele:
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