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Ubungsblatt 12

Lésungsvorschlag
3 Aufgaben, 8 Punkte

Aufgabe 1
Kreuzprodukt und Levi-Civita-Symbol

In dieser Aufgabe soll das Kreuzprodukt und einige Verkniipfungen mit diesem in Indexschreib-
weise dargestellt werden. Dabei wird das LEVI-CIvITA-Symbol verwendet:

1 falls(s, 4, k,...) eine zyklische Permutation v@h, 2, 3, ...) ist
€ijk... = —1 falls(4, 4, k, ...) eine antizyklische Permutation véh, 2, 3, ...) ist
0 falls mindestens zwei Indizies gleich sind

Eine Eigenschaft des LEVI-CIVITA-Symbols ist

3
Z €ijk€imn = 6]m5kn - 6jn5km (1)

=1
wobei §;; das KRONECKERdelta ist mit

1 fallsi=j
dij = o,
0 fallsi#j

1.a) Stelle die x;-Komponente des Kreuzpoduktes in Indexschreibweise dar. Ergebnis:
3

(fiX [;) = Z Eijkajbkgi

i,4,k=1

(d X 5) = a2b3 — CLng
1

= 0-asbs + asbs — aszbs + 0 - asbs
3

= E €1jkajbk
k=2
3

= E €1jkajbk

j,k=1
Analoges gilt fir die anderen Komponenten

3
= (5 X g) Z eijkajbk
! k=1
3
= (6 X g) = Z Gijkaljbké’i

i,j,k=1
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1.b) Beweise die Relation

(#0) (o) = w0 (5d) - (1:3) (-2

und stelle sie in Indexschreibweise dar. Berechne den Sonderfall (6 X b)

=)

(1) - (e d) (Z eijkajbka.) ( > elmncmdna)

Benutze Eigenschaft (1):

= (@x8)-(exd)

Indexschreibweise:

(dx

Sonderfall:

(6>< 5)2

1.c) Beweise die Relation

Q-

i,7,k=1 l,m,n=1

3
= E €1k 0 Ok €i€lrmn Cm dn €]
4,9,k m,n=1
3
- § 6ljkElmm,ajbkcmdn

jikilmon=1

I
NE

(6]m5kn - 5jn6km) ajbkcmdn

jiksmn=1

3

I
=
M-

(6jmajcm5knbkdn - 6jnajdn6kmbkcm)

=1

I
e

—

(ajcjbkdk - ajdjbkck)

o) (1) (£20) (£

B6-E)

I
WMOJ

|
—
Sl

3 3
(6>< @ = Z aicl-bjdj — Z aidibjcj

ij=1 ij=1

3 3
= Z aiaibjbj — Z aibibjaj

i,j=1 i,j=1

< (84) (29) - (Bee) (Bee)

3 2
6252 — <Z aibi>
=1

= N\ 2
f#-@w)



und stelle sie in Indexschreibweise dar. Berechne den Sonderfall @ x (@ x ¢).

3
ax (b X 5) = ax E ei)j7kbjcké}
1,5,k=1
3 3
= E Elmnm E €5, kbjck€ | €
l,m,n=1 i,7,k=1 n
3 3
= § €ElmnGm § Ei,j,kbjckéin €l
l,m,n=1 i,7,k=1

3
= E ElmnOmEi j kb CLlin€l

i,4,k,l,m,n=1

3
= Z €lmi€i,j,k0mb;CLEl
B4,k lm=1
Es gilt €1 = €itm:
3
= adx (b X E) = Z €ilm€i,j,kAmbjCr el
B4,k m=1
Benutze Eigenschaft (1):
3
= @ x (b x 5) = > (06 — Obing) ambieré
Jrk,l,m=1
3
= (01;0€10mkamCr — O1kCkEOm;amb;)
Jik,lm=1

k,,m=1
3 3
= Z biejarcy — Z ciejarby
k=1 k=1
3 3 3 3
= Zblgl Zakck - chgl Zakbk
=1 h=1 =1 h=1

- E(a-a—a(a-g) m

Indexschreibweise:

3 3
ax (b X E) = E bié}ajcj — E cié'iajbj

3,J=1 4,j=1
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Abbildung 1: Starre Kérper mit ihren Hauptragheitsachsgiund z
Sonderfall:
3 3
a x (6 X 6) = Z aiél-ajcj — Z ci(?iajaj
i,j=1 i,j=1
3 3 3 3
= (Z alé’z> Zajcj — <Z czel> ZaJ%
i=1 j=1 i=1 j=1
= d(@-é)—ca?
Aufgabe 2

Tragheitsmomente

Berechne die Tragheitstensoren fir Drehungen um den Schwerpunkt fir folgende homogene
Kdrper in geegneten kérperfesten Koordinatensystemen.

2.a) Quader mit den Seitenlangen a, b und ¢

Waéhle die kartesischen Koordinaten so, wie in der Graphik angegeben. Mit der Dichte des
homogenen Quaders -7 erhalt man:

a/2 b/2 c/2 m
0, = / / / —(y2—|—z2) dz dydx
a/2J—b/2J—c/2 abe
b/2 c/2
= —/ 2dy—|—— 2% dzdy
b/2 —c/2
_om gb/2 m zic/2
- 3b ’ b/2+ 3¢ z ’—c/2
_ m2P m2d
B 3b 8 3¢ 8
= H0 e

Analog dazu gilt:

a/2 b/2 c/2

Oy = / / / m (:C —i—z)dzdyda:: 1@(&24—02)
a/2 b/2 c/2

O33 = / / / n (a:2+y2) dzdydxr = % (a2+b2)

[\)



Deviationsmoment ©15:

O12

a/2 b/2
/ / / (—xy) dzdydx
a/2J—-b/2J—c/2 abc

a/2 b/2
= / —zy) dydz

—a/2 b/2
m1l 5a/2 21b/2
= ab4 |_a/2' |—b/2
o oml a’?b?®  a?b?
= m(zrzz)
= 0

Analog dazu verschwinden anderen Deviationsmomente ©13 und ©.3. Das bedeutet, dass
die gewahlten Drehachsen den Hauptragheitsachsen entsprechen.

. b? + 2 0 0
j@ = E O a2+02 0
0 0 a® + b?

2.b) Zylinder mit der H6he h und dem Radius r
Wahle Zylinderkoordinaten so dass gilt

T = QcCosy
= psing

— z

Mit der Dichte des homogenen Zylinders erhélt man das Tragheitsmoment ©;:

7rr2h

27 ph/2
011 = %) dz odp d
H // /h/27r7°2hy+z) Zedpce
27 ph/2 )
— ; 2
= 7T’f‘2h/ / /h/2 0® sin® p + oz ) dzdpdo
27 3
2h
= m/ / (hg sin go—i—gﬁ) dpdo

h2
= 7rr2 (g3/ sin godcp+27rg—> dpdo
0 0

Integral Nr. 275:

1 1
/sin2 ardr = CEam sin(2ax)

T h2
= 0n = 2/0 (g 7T+27TQE> do
T h2
3
— ) d
/O<Q +Q6> 4
1, ,h?
(4T BT
7.2 h2
(IW)
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Analog dazu ist

r 21w ph/2 m ) )
Oy = / / / x° + 2°) dz odp do
0 Jo h/2 mr2h ( )

r 27 ph/2 m
= / / /h/ —a7 (g3 cos? o + gz2) dz odp dp
o Jo J-n/2

mit dem Integral Nr. 314

gleich

Tragheitsmoment ©33:

27 ph/2 )
(C] = dz odp d
33 // /h/zwr%x+y) Z 0ap ag
27 ph/2 5
= dzdpd
Wrzh// /h/2p zapap

= = [ 2rhpid
|, 2 de

m 1
= 2mh—r?
e
_ M2
Die Deviationsmomente verschwinden wieder, da es sich um Haupttragheitsachsen han-
delt.
AR 0
2 2
=0 = 5 0 S+E 0
0 0 r2
2.c) Kugel mit dem Radius r
Waéhle Kugekoordinaten so dass gilt
z = 1’ cosp sind
y = 71’ sing sind
z = 7 cos?

Mit der Dichte der homogenen Kugel 41%

2
// /4 5 (v 24 2%) v sind di de dr’
r

2m
= 1 r3/ / / (r"? sin® ¢ sin® ) + 12 cos®¥) 1'% sind d dp dr’
s

3m

- S / ( / sin ¢ sin? ¥ dyp + 27 cos® 19) sin ) do dr’
47r 0

3 1 4
N L / (/ sin? ¢ sin? ¥ dyp + 27 cos? 19) sin® o d
0o \Jo

O11

473 5
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Integral Nr. 275:

1 1
/sin2 ardr = SR sin(2ax)
_ 3m 5, [T .2 2 .
=0, = r (7rsm Jddp + 27 cos 19) sin 9 dv
207T 0
3 sy
= —mr2 (sin3 9 dd + 2 cos® ¥sin 19) dd
20 0
Integral Nr. 275:
. 3 1 1 3
sin®ardx = ——=cosax+ — cos’(azx)
a 3a

und Integral Nr. 357:

/, 5 cos"tl az
sinax cos“ardr = ———
aln+1)
3 1 S9\"
=0 = 2—?# (—cosﬁ—l—gcosSﬁ—QCOZ )0
3m , 11 2 2
= 21y -24242
207"<Jr 3 3+3+3>
2
_ 2m
5

Analog dazu ist

27
Og9 / / / (y* + 2°) r*sind d dyp dr’
4mr3

2
1 3/ / / % cos® ¢ sin®J + 1'% cos® 9) 1'% sind i dep dr’
r

mit dem Integral Nr. 314

1 1
/cos2 ardr = §x+4—sin(2ax)
a
gleich
2
O = ?mTQ = O

Tragheitsmoment ©33:

T 2 g
3
B33 = // / 4m3 (2% +y?) v sind dY do dr’
wr
2
= 4 3// / 2 sin 19 2 sin 9 d dy dr’
wr
= 1 3/27T/7’sm19d19dr
wr

1 ™
= 3—77;—7’5/ sin® 9 dy
2r:5 Jo
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2.d)

Integral Nr. 275:

1 1
/singaxdx = ——cosax+—cos3(ax)
a 3a
3 1 T
= 033 = 1—7:7*2 (—cosﬁ—l-gcosgﬁ))o
3m o 2
= B 2——
10 ( 3)
_ 2m,
5

Die Deviationsmomente verschwinden wieder, da es sich um Haupttragheitsachsen han-
delt. (Alle Achsen, die durch den Kugelmittelpunkt laufen, sind Haupttragheitsachsen)

2
=0 = —mr21
5
diinner Reifen mit dem Radius r
Wahle Zylinderkoordinaten so dass gilt
T = T Cosy
= rsing
z = =z

Mit der Dichte des diinnen Reifens 5= erhalt man das Tragheitsmoment I;;:

2mr

2
@11 = / ﬂ (y2 + 2’2) Td(p
0

27
=0 = / ﬂ(1" sin(p)Qrng
0 271—7'

27
= ﬂ7‘2/ sin? o dyp
27 0

Integral Nr. 275:

Analog dazu ist

Tragheitsmoment ©33:

2w
- (22 12
@33 = /0 oy ($ +vy )rdgp



Die Deviationsmomente verschwinden wieder, da es sich um Haupttragheitsachsen han-

delt.
m 0> 0 0
=0 = S| 0 0 0
0 0 202
Aufgabe 3

Satz von Steiner

Ein Tragheitstensor © ist beziiglich eines kérperfesten Bezugsystem S : (x1,z2,23) mit dem
Ursprung im Schwerpunkt gegeben. Mit Hilfe des Satzes von STEINER kann man daraus den
Trégheitstensor ®’ bezuglich eines um a verschobenen Bezugssystems S’ : (z}, x4, z4) berech-
nen. (Die beiden Koordinatensysteme sind nich ineinander verdreht)

3.a) Beweise den Satz von STEINER:
3
9;3' = @ij +m (513 Z ai — akaJ)
k=1

Tragheitstensor:

3
@;j = /Vp 5ij2x’i—xéx;> dVv

= /V p <6ij (wk + an)? — (2 + a;) (z; + aj)) av

0ij (xi + 2zran + az) — L% — TiQ5 — QT — aiaj> dVv

3 3
61']' .’L‘% — xiT; + 61']' E a% —a;a; + 61']' E 2rpar — Tiaj; — aixJ) dV
1 k=1 k=1

3
xi — xﬂg) dV —i—/ p (51-3- in — xﬂg) dV
1 v k=1
3
+/ P <6ij Z 2zpay — Tia; — aixJ) av
1%

k=1
3 3
= @ij +m <5lj Zai — akaj> —|—/ P <5” Z 2rpar — Tia; — aﬂg) av
k=1 v k=1

Der letzte Term kann in mehrere Teilintegrale a; fV px;dV zerlegt werden. Das sind Integra-
le der mit ihrer Masse gewichteten Abstédnde der (infinitesimalen) Teilbereiche des Korpers.
Sie verschwinden per Definition flr ein Schwerpunktsystem (wie .S).

3.b) Berechne © fir einen homogenen Wiurfel der Kantenlénge s beziiglich eines Bezugsystems
in einer Ecke des Wiirfels.

Der Tragheitstensor eines Quaders beziglich seines Schwerpunktes wurde in der vorher-
gehenden Aufgabe berechnet:

b2 + c? 0 0
m 2 2
:>® = E O a“ 4+ c O
0 0 a® + b?
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Damit gilt fir den Wurfel ©;; = %525ij . Betrachte eine Verschiebung des Bezugsystems

um @ = —Y"?_, s/2¢; auf eine Ecke. Mit dem Satz von STEINER erhalt man:
3
@;7 = ®ij +m <5” Z CL% — CLkCLj>
k=1

= 2% +m (s 82—152
6 " Y4 4
11m , 3m

= %5 — —4?
2”12t

-3 -3 8
2 1
=0 = ngQ ;j = —ZmSQ (i #7)

3.c) Finde die Haupttragheitsmomente von ® des Wiirfels durch Diagonalisieren.

Die Eigenwerte £ = X - "};2 werden berechnet durch

det (@ —E;) = 0
8—A -3 -3

det|{ -3 8-\ -3 = 0
-3 -3 8-2A

(8=N>+2(=3)°-30B8-\)(-3)? =
512 — 192X\ + 24X2 — X3 — 54 — 216 + 27\ =

N3 24XN2 1650 +242 = 0
Nummerisches Wurzelfinden:
AL =2 A= A3 =11
ms? 2 0 0
=0 ETE 0 11 0
0O 0 11

12.10



