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3 Aufgaben, 9 Punkte

Aufgabe 1
Tunnel durch die Erde

Um sich vom Clausthaler Wetter abzulenken,
denkt sich ein Physiker einen geraden Tun-
nel von Clausthal auf die Insel Taveuni. (Die-
se Insel bietet neben schonen Stréanden, war-
men Temperaturen, sehens- und forsuchngs-
werten Vulkanen das Ph&nomen, das man sich
mit einem Schritt von heute nach morgen und
zuriick bewegen kann.) In diesem Tunnel be-
findet sich eine Kapsel der Masse m, die sich
im Tunnel (reibungsfrei) bewegen kann. Um
dem Wetter zu entfliehen, setzt sich der Phy-
siker einfach in die Kapsel und lasst sie fallen.
Der Einfachheit halber kann die Dichte p der
Erde als konstant angenommen werden.

\o

tvn

1.a) Berechne die Potentielle Energie der Kapsel, in Abh&éngigkeit von x beziglich eines ginsti-

gen Punktes.
Auf die Kapsel wirkt die Kraft

Mm
'Y—R3
Mm =x c
TR Sing

€

Allerdings tragt nur der Anteil in é,-Richtung zur Bewegung bei. Die anderen Komponenten
werden durch eine Kraft auf die Tunnelwand kompensiert.

F, = Fe,

_ Mm x o

~ TR sino
Mm x= . 9

= —— ——sin
7 R3 sinﬁb
Mm

= T

Die Potentielle Energie in einem bestimten Punkt ist das Integral der Kraft entlang des
Weges vom Bezugspunkt, bis zum Punkt. Als Bezugspunkt, wird der Punkt z = 0 im Tunnel
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gewahlt (Das ist der Punkt des kleinsten Abstandes zwischen dem Erdmittelpunkt und dem
Tunnel).

T Mm
U = /OVdex

M
:’mez

2R3

1.b) Stelle den Energiesatz auf. Bestimme mit seiner Hilfe Ort und Geschwindigkeit der Kapsel
in abhangigkeit von der Zeit.

E = T+U
L o ayMm ,
=y T R T
Die Gesammtenergie £ = 7%{”, da die Kapsel in Clausthal keine kinetische Energie hat.
1 E
E = §mx2 + ﬁxz
1
Emi:Q = E(1-R %)
2F
P2 = = (1 — R_Q:UQ)
m
dx 2F
= = 4+ R2 — 22
dt i (=)
dx 2F
—_— = *+ dt
R2 — 22 mR?
Zur Vereinfachung wird w = w/ﬁ% = VR—JEI definiert. Integration (zur Zeit ¢ = 0 ist die

Kapsel in Clausthal z = —R):

x dml t
—_—_— = +wdt!
[ = |
Integral Nr. 164: [ ——{2— = arcsin §

x
x/

arcsin — = Zwt
R|_g

in= — 2 = ot
arcsin 3 = w

inT = ot

arcsin 7= 3 w
= Rsin (g + wt)
r = Rcoswt

Die Kapsel fuhrt eine harmonische Schwingung zwischen Clausthal und Taveuni aus. lhre
geschwindigkeit ist

v = T = —wRsinwt

1.c) Berechne die Zeit, die die Kapsel (m = 438kg) von Clausthal nach Taveuni baucht. Claus-
thal liegt bei 51°48'00” N und 10°20’00” O. Der Tunnelausgang auf Taveuni liegt bei 16°49'00"S
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und 179°58'00"W. Die Masse der Erde M = 5.98 - 10?* kg und ihr Radius R = 6370 km. Die

Gravitationskonstante v = 6.67 - 10~ 1! kmzz.
gs

Die Reisedauer betragt eine halbe Periode:

R3
= = 7—M = 2530s=42.2min

T
t = —
2

™
w

Aufgabe 2

Raketenproblem

Eine Rakete, die unbeladen die Masse mpz hat, wird mit mp Treibstoff beladen (Startmasse
mg = mpg + mr). Nach dem Start sto3t sie konstant die Gasmenge . pro Zeiteinheit aus, bis
ihr der Treibstoff ausgeht. Die Treibgase haben, von der Rakete aus gesehen, die (konstante)
Durchschnittsgeschwindigkeit 77 gegen die Flugrichtung. Reibung kann vernachlassigt werden.

2.a) Stelle die Bewegungsgleichung der gestarteten Rakete im Kraftfeld ﬁ(F) auf.

2.b)

2.0)

Die allgemeine NEwWTONsche Bewegungsgelichung lautet:

F(R) = “pt)+ ")
F(7) = mig +mig + m(tr — Ur)
F(F) = mig+mir

mi = F(F) — uir

Die Bewegung der Rakete ist also unabhangig von ihrer Geschwindigkeit (beztglich irgend-
einem Beobachter in einem Inertialsystem).

Betrachte eine Rakete im kraftefreien Raum. Bestimme die Geschwindigkeit der Rakete als
Funktion der Zeit relativ zu Startplatz (t = 0, ¥ = 0, ¥ = 0, aufgefiilite Rakete)

BWGI:

=
|

—
mg — ut r

Integration

t
ir = / —— P _grat
o Mg —ut
L
= —uvr —Updt
0 Ms — put

L1 t
= —uir - In(mg — pt)

0
mg — ut
ms

= 17T1n

Gib die Brenndauer der Rakete an. Welche Geschwindigkeit und welche Energie hat die
Rakete nach dem Ende der Brenndauer?

Die Brenndauer der Rakete ist die Zeit, in der genug Teibstoff mr zur Verfigung steht um
einen konstanten Ausstold p zu gewahrleisten: mp = utp < tg = % Wenn die Rakete
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leer ist (¢ > %) bewegt sie sich mit konstanter Geschwindigkeit v = —¥7In %—1; weiter.
2
Die Kinetische Energie ist dabei F = %mRﬁ% (ln %) .
S

2.d) Wann wird die kinetische Energie der Rakete maximal? Welches Verhaltnis missen mg,
myp, pund v zueinader haben, das dieses Maximum Uberhaupt erreicht wird? Welche Ge-
schwindigkeit, der Masse und der kinetischen Energie hat die Rakete zu diesem Zeitpunkt?

1
E(t) = -mi’
(t) 2mv
mg — ut (_, ms—,ut)2
= —— | Upln——
2 mgs
Extremwert:
d o, mg— ut mg — ut 2
E{t) = —i2 o7l
() dt T 2 <’U mg
. — ms —put\>  ms — ut mg — ut m —
By = (L (mIES8) (OS2  gy, s s K
2 mg 2 mg mg — ut mg
M ms — pt\ ms
0 = —02|(%(ln—=—= In —2—
UT<2<H ms )+Mnms—/ﬂf>
— ut 1 — ut
_ _g%ﬂlnm.(_me)
mgs 2 mgs
Diese Gleichung ist Null fur
1 — ut
_1DM+1 = 0
2 ms
— ut
s T,
mg
— ut
ms — ity — o2
mgs
puty = ms—m5872
mg _
th = —(1—-e?
"
oder
n—"s
mg — o
oms
mg — o
mg — pta = mg
ta = 0

Ein Plott der Funktion, (oder die Untersuchung der zweiten Ableitung) zeigt, dass das ¢,
ein Maximum und ¢, ein Minimum ist. Es ist zu betachten, dass die Rakete nur die Zeit ¢tg
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2.e)

beschleunigt. Nur wenn ¢tg > t; ist, kann die maximale kinetische Energie erreicht werden:

tg > 11
mr o TS o2y
2 2
my > (mp+mg)(l—e?)
mT672 > mpg — m3672
mrp > mR€2 — Mmpg

mr > mp(e? —1)

Die Masse des Treibstoffs muss also mindestens 6.39 mal so groR3 sein wie die Nutzmasse.
Zur Zeit t; der maximalen kinetischen Energie hat die Rakete die Geschwindigkeit:

— ut
ﬁR(tl) = ﬁT 1nmSTSM1
mg — - 2S(1 —e2)
= ﬁT In o
mg
- —2
vrlne
= —2Ur
die Masse
m(t1) = mg— uty

mg _
mg — p—=(1—e7?)
I

—2

= mge
und die Energie
Bt) = gm(t)h(n)
E(t)) = 2e *mgir

Betrachte eine (Sylvester-)Rakete, im Schwerefeld G der Erde. Die Steighdhe hs (HOhe,
die nach der Brenndauer tg erreicht wird) sei klein genug um G = —mgé&, annehmen zu
kénnen. Stelle die Bewegungsgleichung auf. Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit die
Rakete Uberhaupt abhebt?

BWGI einer Rakete im homogenen Schwerefeld:
mr = —mge, — pur
Damit die Rakete Uberhaupt abhebt muss die z-Komponente der Beschleunigung gré3er
Null sein. (der Raketenantrieb muss die Schwerkraft kompensieren.)
mre, > 0
—mgé.e, — pore, > 0
—mg > pvre;,
Das bedeutet, das die z-Komponente der Ausstol3richtung negativ und vom Betrag gro-
Rer als mgg/p sein muss. Definiert man ¢ als Winkel zwischen v und der (positiven!)
z-Richtung kann man auch schreiben:
popsin(d — ) > mg
—porsin(d) > myg

Anmerkung: Da die Masse m der Rakete nach dem Ziinden abnimmt, kann es sein dass
die Rakete verzogert startet.
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2.f) Berechne die Steighdhe hy der Rakete. Welche Geschwindigkeit hat die Rakete dann?
Die Beschleunigung der Rakete ist:

—

A [ L.
t = — s — ——
() ge m(t)vT

b

= —go.—-—t—a
mgs — ut

Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ ist: (Beachte ABn t = 0, 7 = 0, 7'z = 0)

Tr(t) = /0 F(t') dt’

¢
0 mg — jit

mg — ut' |*
= —gt’éz—i-ﬁTlniS H
0
— ut
= —gté’z—l—UTlnm—ﬁTln%
1 I
— ut
= —gté’z—l—ff:rlnm
ms
Und der Ort ist
t
Ft) = / or(t') dt’
0
t /
— ut
= /—gt/(?z—i-ﬁTlnudt’
0 ms
1 — ut! — ut! —ul
= —ogt? iy 8L <1nms K _1>_,u
2 mgs mg msig
1 — 1Pt — pt’
= ——gtzé’z—{)';r-Mms2'u (lnmS & —1)+17T-MmQS (m%—l)
2 mg ms mg ms
1, pumg —pPt [ mg —put L
= ——gt'e,—vr- 5 In -1) —vp - —
2 myg ms mgs
1 t — ut — ut
_ __gt25Z+L<'“_.<1nu_1)_1nu>.gT
2 ms \mg mg mg
1 t — ut t
_ __thgz+L<(u__1).1nu_u_>.{;T
2 mg mg mg ms
1 t— — ut t
B iy e T A
ms ms ms ms
Die Steighthe wird nach der Brenndauer ¢ erreicht.
heé, = —lthBéz—FL (MtB—l)'lnw—MtB U
2 m% ms
1 m2 ms — pE
he = —Lgmr B <H@_1).m7ﬂ_u@ e
27 p myg % mg %
1 m? m ms —mr
hs = ——g—T+—<mT—1 In——— —mp | cvpsin(d — 7
_ 1 mp  porsin(®—m) (mp | ms mr
27 1?2 mg mg mr Mg
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Geschwindigkeit bei Brennschluss.

ms — utp
ms

—gthz + vrln

mr

mr ms — p= -

—g——¢, +vrln
H ms

mr N mr
g €, + Urln —

Aufgabe 3

Reibung

ms

In dieser Aufgabe sollen zwei unterschiedliche Modelle fir Reibung zwischen einem Festkdrper

und einem Fluid untersucht werden. Die beiden wichtigsten Modelle sind die STokESreibung

mF = ﬁcxt_ﬁ?

und die NEWTONreibung

mF = ﬁext _’7|FIF

Dabei ist Fext die Summe aller 'externen’ Krafte, die auf den Kérper wirken. 5 und ~ sind Rei-
bungskoeffizienen, die im wesentlichen von der Form des Kérpers und der Viskositéat des Fluids

abhéangen.

3.a) Bestimme die Geschwindigkeit 7(¢) = ?(t) bei beiden Modellen am Beispiel der Bewegung
eines Korpers ohne externe Krafte der relativ zum Medium eine Anfangsgeschwindigkeit 7y
hat. Wann kommt der Kérper zum Stillstand? Welche Strecke legt der Korper in der Zeit ¢
zurlick? Welche Strecke kann er Maximal zuriicklegen.

Das Koordinatensystem wird so gewabhlt, dass die Anfangsgeschwindigkeit 7 in z-Richtung

zeigt (vy = vp€y, vg > 0).

(@) STokES'sche Reibung:

oder

Trennung der Variablen:

Integration

1)
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Der Kdorper kommt erst nach unendliche Zeit zur Ruhe.

Der Kdrper nahert sich asymptotisch der maximalen Weite x,.x = %vo.

(b) NEwWTON’sche Reibung

mi = —v|&|
oder

dv 0]
m— = —vlv|v
dt 7

d
v,
[v|v m

(@)

Die Geschwindigkeit ist zu jeden Zeitpunkt positiv (wegen posiver vo und F = —fgv =0

fur v = 0). = |vjv = v?

v du’ t
I
UQU m 0
1 1
R S S
v Vo m
1 1
I PR §
v m Vo
1
vo=
mtt o
VoM
vo= —
Yvot +m

Auch bei NEWTON'scher Reibung kommt der korper nicht zum Stillstand, auch wenn

v—0firt—0
Eovem
z(t) = /Oidt’
o Yvot' +m

bl
= Uom/ —dt’
o Yvot' +m

Integral Nr. 2: [ -2, — L In(az + b)

2t) = 2" (n(yvet +m) — In(m))
Yo

z(t) = m, Yt m
Y m

In der NEwTONschen Reibung kommt der Kdrper beliebig weit.

3.8



Das STokE'sche Modell wird zur Beschreibung von laminarer Stromung verwendet, wah-
rend turbulente Stromung nach NEwTON beschrieben wird. Zur Charakterisierung der Stro-
mung wird gerne die REYNOLD’sche Zahl Re = vL /v verwendet. L ist dabei die charakteri-
sische Lange eines Korpers (z.B. 2R bei einer Kugel) und vdie kinematische Viskositat des
Mediums (z.B. v = 1.5-107° mTZ fur Luft). Ist die Re;, < 103, so geht man von laminarer
Stromung aus, bei Rer 2 10* verwendet man NEwToNs Modell. Diese Werte hangen von
der Geometrie des Korpers ab und missen experimentell bestimmt werden. Des weiteren
gibt es eine Ubergangsform zwischen den beiden Grenzen.

3.b) Ein Kdper bewegt sich zur Zeit ¢t = 0 mit

einer Geschwindigkeit vg durch ein Medium.

vg ist ausreichend hoch um eine turbulente Strémung der Flissigkeit um den Kérper zu
verursachen. Auf den Kdrper wirken keine Krafte. Besrechne Ort und Geschwindigkeit des

Kdrpers. Nimm an, dass die Stromung des

Kdrpers schlagartig laminar wird, wenn seine

REYNoOLDszahl einen kritischen Wert Re;. unterschreitet.

Die Geschwindigkeit, bei der die kritische REYNOLDszahl unterschritten wird ist

Vg

Rekl/
L

Die Zeit bis diese Geschwindigkeit erreicht wird ist.

Vg

YvolkVr + mug
YUolkVk

172

175

175

VoM

Yvotr +m
VoM

VoM — MU

m v, — Vg
Y VoUk

m (1 1
=(52)
m L 1
v (RekV _v_o)

Der Weg, den der Korper bis dahin zurticklegt ist

m . Yuotr +m
xy = —Iln-——
vy m
v (s =) +m
rp, = —1In
vy m
m voL Vo
Ok ¥ n(Rekl/ U0+ )
m1 volL
xy = —ln
i Y RekV

Nach ¢, gilt die STokEsreibung. Das bedeutet, dass bei den Gleichungen (1) und (2) ver-
wendet werden. Es muss jedoch Anfangsgeschwindigkeit vy = vy eingesetzt und ¢ durch

t — t;, ersetzt werden:

B (t—tr)

vt >tp) = wvge ™
Re _ By Bm(_L _ 1
wesn) = B g ()
Re _B BL__ B1
U(t>tk) = ka'e R T T
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Abbildung 1: Geschwindigkeit und Ort eines Korpers auf defbRng wirkt. Parametern = 1, 3 = 0.1,
~v =0.1,v9 = 2, v = 0.45 Es wirken keine auf3ern Krafte auf den Korper.

Zum Ort (2) muss auRerdem noch z;, addiert werden:

:Z?(t>tk) = Ik+117(t—tk)

m voL mRekV( — B (-t ))

D 2= 1l—e m k

v nReku+ 6 L ©

voL +mRek1/( By BL ,ﬂ)

1 _ 87771 YRepv  ~vg

m1n

v Repv EL

Ort und Geschwindigkeit fir den Kérper kénnen damit durch

1 I Trettm flr ¢ < tx
.T(t) = ml vo L m Repv _%t'i_ IgeLu_Lvl f
THReku+FL 1—e YRy vo urt > tg
Wﬁ;’t’j:m fir ¢ < tg
o(t) = Qe sy L
TEE e m TRy o fUrt >ty

angegeben werden. Korrekturhinweis: Formen mit v, 2 und ¢ sind auch o.k. da sie tber-
sichtlicher sind:

I Trettm fir ¢ < t,
z(t) =
( ) T + %’l}k (1 - 6_%(t_t")) far¢ > ty
vom ..
o(t) ot fir ¢ < tg
’Ukefg(titk) fart > g,

3.c) Bestimme die Geschwindigkeit #(t) = 7(¢) bei beiden Modellen am Beispiel des freien Falls
(ﬁcxt = —mgé.) eines Korpers aus der Ruhe (&, = 0). Betrachte den Grenzfall t — cc.
Die Bewegung im freien Fall ohne Anfangsgeschwindigkeit %, spielt sich nur entlang der
z-Koordinate ab. Deshalb wird die Rechnung eindimensional durchgefiihrt. Bei der NEw-
TON’schen Reibung ist jedoch auf das Vorzeichen der Geschwindigkeit in z-Richtung zu
beachten.
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(a) STokES'sche Reibung:

mzZ = —mg— (2
oder
d
md—ltj = —mg—pPvu
Trennung der Variablen:
_mdv_ g
mg + [v

Integration

v / t
na/ S (/ '
0 mg+ [ 0

Integral Nr. 2: [ 24 — LIn(az + b)

v

%ln(ﬁv’ +mg)

0

m ., [fv+mg
—In—= = —t
p mg
embPitme B,
mg m
Bv + myg — e ut
mg o
@ﬁv = e ml—1
mg
= G (=)
Sv o= —/le -1
B
Fur ¢ — oo hat der Kérper die Geschwindigkeit v = —%.
(b) NEwWTON’sche Reibung
mZ = —mg—y|2|Z
oder
dv 0]
m— = —mg—ylvjv
dt g—"
d
m—— = _dt
mg + 7 Jofv
Integration

mf_iﬁ__:_fw
o mg -+ 0

Es gibt das Integral Nr. 57:

arctan?  flr0 <
dx 1 R
———— = —({arctanh? fir —|a| <z <0
a? + |x|z a a
arccoth? firz < —a
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Zur leichtern Integration wird die Grof3e vg = /% eingefihrt:

/” dv’ m/” dv’ v% /v dv’
m - = = - s Y
o maT A S AW g Jo B

v dv’ t
2 /
= —_— = — dt
Sﬁq%+w%' QA

Da der Korper aus der Ruhe fallen gelassen wird, ist seine Geschwindigkeit immer
negativ (es bleiben also nur die beiden Falle mit den hyperbolischen Funktionen). Zu-
nachst ist seine Geschwindigkeit sehr klein (also —% < v <0).

1 re
= v%—arctanh— = —gt
vs vs 0
v —qgt
arctanh— = &
vs vs
v —qgt
— = tanh -
Vs vs
t
v(t) = —wvg-tanh il

vs

Der hyperbolische Tangens ist fiir ¢ = 0 gleich null, wachst monoton und sterbt fiir ¢ —
oo asymptotisch gegen 1. Deshalb kann auch der Fall v > vg nicht erreicht werden.
Fir t — oo nachert sich also v(t) asymptotisch an w. Der Korper fallt mit konstanter

Geschwindigkeit vg = /%, der “stationdren Sinkgeschwindigkeit”.
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