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Ubungsblatt 5

Lésungsvorschlag
4 Aufgaben, 11 Punkte

Aufgabe 1
Energie eines gedampften harmonischen Oszillators

Es ist die Energie und der Energieverlust eines gedampften harmonischen Oszillator zu berech-
nen. Dabei sind alle drei mdglichen Bewegungsformen des gedampften Oszillators zu berick-
sichtigen. Vergleiche dazu R. Dreizler und C. Lidde ,Mechanik, Aufgabensammlung®, Aufgabe
4.14, 2003

1.a) Berechne die mechanischen Energie und den Energieverlust. Benutze die Anfangsbedin-
gungen z(0) = 0 sowie 4:(0) = vp.

gedampfter harmonischer Oszillator:
mi+pr+Dr = 0
mit b = %m und w3 = £ ist die DGL bequemer zu I5sen
420k +wir = 0

Bei der Losung sind drei verschiedene Falle zu unterscheiden:

Fall b < wo:
r = —sin(wt)e
mit
w = wd —b?
Fall b = wg:
r = vote_bt
und Fall b > wy:
r = Uﬁo sinh(Qt)e ™"
mit
Q = b? — wi
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Die mechanische Energie eines eindimensionalen, harmonischen Oszillators setzt sich aus
kinetischer und potentieller Energie zusammen:

Eneen(t) = T)+U(1)

m . D
Emcch(t) - ?xz + ?ZCQ
Erneen(t) = %:&2 + %wSxQ

Die Ableitung von z - Fall b < wy:

. _ d Vo . —bt

& = = sin(wt)e

i = 2 (wcos(wt) — bsin(wt)) e~
w

Diese Ableitung ist auch fur den 2. Fall b = wy < w — 0 glltig:

d
Evote*bt = L}J1—>Illo Z}—O (w cos(wt) — bsin(wt)) e~
oo (e — bte=tt) — i _ ULb : —bt
o (e te ) = ul}lg}) vo cos(wt) - sin(wt) | e
_ . ugb w3t _
vo (L—bt)e " = (Uo—iﬂ)%(wt—T+...))e bt
vo (1 —bt)e™® = (vg—wobt)e [ |

Auch fur den Fall b > wy gilt die Ableitung, wenn man beriicksichigt dass w = €2 dann
imaginar ist. Die mechanische Energie ist damit

m v} m a2
Ereen(t) = Ew_% (w cos(wt) — bsin(wt))® e 22 + ?wgw—% sin?(wt)e 2%
2
Emean(t) = %”—g (w? cos(wt) — 2wb cos(wt) sin(wt) + b2 sin®(wt) + (w? + b?) sin® (wt)) e~ 2"
w
mug oo 2 ;2 2bt
Fren(t) = 52 (w? — wbsin(2wt) + 2b% sin*(wt)) e~
w
— M2 b . v —2bt
Erecn(t) = 5% (1 - sin(2wt) + 2? sin“(wt) | e

fur den aperiodischen Grenzfall (wy = b, w — 0) erhalt man

. m b W3t3 b2 W3t3 B
Emeen(t) = lim S5 <1 — @t - ) A2 (et - S ...)2> e
Emcch(t) = %’U% (1 — 2bt + 2b2t2) 872bt
Im Kriechfall (wp < b, w = i€2) erhalt man:
m b .. oo, _
Epneen(t) = Evg (1 ~ 56 sin(2iQ) + 2_—Q2 51n2(th)> e 20t
sin(ip) = 5 (7 —e™)
L)
i,
= 3 sinh(yp)

o
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I I I I I I I
Schwingfall aperiodischer Grenzfall Kriechfall

(b=0.1) (b=25= o, (b=3.0)
15 + + .
l — — —, —
0.5 + + .

Abbildung 1: Ortz(t) (—) und EnergieE..n(t) (---) eines gedéapften harmonischen Oszillators fur
verschidene DampfungsparameétefFeste Parameten = 1kg, wo = 2.5s %, v = 2m/s

Buen(®) = 202 (1- " isinn20) + 2-2 2 sinn2(0p) ) e~2"
mech(t) = 5 U0 2insm( )+ —qpt sin (Qt) ) e

B = 202 (1- 2 sinn20t) + 22 sinn2(@r) ) e-2
mcch() = 2'00 20 s ( )+ 02 Sin ( ) e

Dreizler und Lidde (Orginal):

Emeen(t) = %US (1 + 2e~2"" sinh(bt)
- % ((Q —b)e” @D sinh((Q - b)t) + (Q + b) e~ TP sinh((Q + b) t)))

1.b) Vergleiche und diskutiere die Ergebnisse.

Die Abnahme der mechanische Energie Eyc.n(t) wird in jedem der drei Falle durch Expo-
nentialfunktionen reguliert. Bei der schwachen Dampfung ist der Abfall (wie zu erwarten)
am langsamsten. Die Funktion E,,..,(t) zeigt noch Andeutungen des oszillatorischen Cha-
rakters der Funktion x(t) (bzw. 2(t)). Die Abnahme der mechanischen Energie fur den ape-
riodischen Grenzfall und den Fall der starken Dampfung unterscheidet sich in der Struktur
nicht wesentlich. Man findet in beiden Féllen eine starke Abnahme bis in die Nadhe des
Zeitpunktes der Bewegungsumkehr und dann, infolge der niedrigen Geschwindigkeit des
Massenpunktes (angedeutet durch die langsame Anderung der Position mit der Zeit), einen
deutlich verzégerten Abfall.
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Aufgabe 2

Peitsche

Eine Schnur der Lange [ und der Masse M wird an einem Ende mit einem kleinen Massenstiick
m versehen. Die so konstruierte Peitsche wird bewegt indem das andere Ende mit der konstanten

Geschwindigkeit ¢ gezogen wird. Anfangsbedingungen:

z(0) = xo %(0)
y(0) = o +1 y(0)

1l
o <

2.a) Wie groR ist die Geschwindigkeit y(¢) des Massenstiickes?
Es werden folgende Abkirzungen eingefihrt:

Il = la+lp
; l+z—y
= xr—z =
A 2
; B B l—xz+vy
B = Y—z = 5
z = 1/2(x+y-—1)
Massendichte:
M
=T
Impuls:
p = plat+ plpy +my

Einsetzen von (1) und (2):

p =

o=

(l+z—y)s + g(l—x—l-y)y + my

Kinetische Energie:

1 1 1
T = —plad®+ splpy® + -mg?
2,UACC +2MBy —|—2my
Einsetzen von (1) und (2):
1
T = %(l—i—x—y)ﬁcz—l—%(l—x—i—y)y’z—i—imgf

Newtonsche Gleichung:

Energiednderung:

Zeitableitung von (3):

p =

=

(z—9)i+(+x—y)i+@+9)y+ 1 —z+y)i| +my
N————’

=0
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Einsetzen von & = v und =z = zg + vt:

Fo= p=5lw—iv—(v-9)§+ -0~ vt +y)jl +mj (7)

Zeitableitung von (4)

T:

1=

[(l +x—y)0d® +(i — y)i?
N———
=0

1
(U =@+ )0 + (@ + )] + 5m o
= 7@ =9+ @ +9)9” + 20— =+ y)gi] + myj

Einsetzen in 6 unter Verwendung von & = v und z = xq + vt:
Fo=T=72[(v=§)v* = (v=9)§" +2( = 20 — vt + )] +myi. (8)

Multiplizieren von 7 mit v und subtrahieren von 8:

pv—T=0
= %[2@ —)? = 2(0 — Glvg + (I — 20 — vt + y)ijv — (v — P2
~(0 = )5 + 20—z — vt + )y +milv —5) = 0
L0 =9)(0* =205 = 5%) + 2= w0 = vt + )ilv = )] +mijlo —9) = 0
Elo—i)w—9)?+20—20 vt + )i (0 —9)] +milw—5) = 0

Durch kiirzen mit (v — y) gelangt man zur Differentialgleichung:

%(U—Q)Q—I—jj[g(l—xo—vt—i—y)—i-m]:0 9)
Die DGL lasst sich durch einen trickreichen Substitutionsansatz l6sen.
n:g(l—xo—vt—i—y)—i-m (10)

Wenn man 7 nach der Zeit ableitet sieht man das sich die anderen Terme der DGL durch
die erste und zweite Ableitungen subsitutieren lassen:

In 9 einsetzen:

E(u—y’)2+ i [E(l—xo—vt+y)+m}=0
4 ~—~ L2
%7'72 %77 n
.1
=nij+~i* = 0
7
I
it it = 0



2.b)

Mit 7 erweitern:
o1
miij + 57" =0
Das ist die Ableitung von 1/2 5

d (mp? _ 120 + ndi? _ @-i- n2ni _ 1 B i
dat \ 2 2 2 2 o'l T
damit gilt:
d 72
T (%) =0 = n)? = const
Jetzt die Substitution 10 riickgéngig machen:
1 1’
[g(l—xo—vt—i-y)—i-m} T (v—g))z =c
~~
const
Durch kiirzen des konstanten Terms erhalten wir:
{g(l—xo—vt—i-y)—i-m} w—g)?=c (11)

Hinweis: Hier ist anscheinend ein Druckfehler im GREINER

Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen lasst sich die Konstante ¢ bestimmen.

c= {% (l—a:o—l—a:o—l-l)—i—m} [v— i(aro—i—li)r: (m + pl)v?

dt
21 -0
c=(m+ M)v? (12)
In 11 einsetzen und nach y Auflésen:
[SU—a0—vt+y)+m| =9 = (m+M)o?
(=) = (m & M)o”
m+ 5l —xo — vt +y)
. (m+ M)v?
(v=19) m+ lyu
m+ M
) = —v|y—— -1 13
4 v< m+Ipp ) (13)

Berechne die maximale Geschwindigkeit y,,.x €ines Massenstiick von 5g das an einer
2.475m langen und 0.475 kg schweren Peitsche, die mit 3 m/s bewegt wird, hangt.

Die Gleichung wird maximal fur [, = 0. Die Geschwindigkeit ist also am Umkehrpunkt von

B am grossten.
M
Yimaz = —0 ( mr 1) = 264~ (14)

m

Dort ist auch die Beschleunigung von m und damit die Kraft am Grdssten. i = 0in 9
einsetzen, und nach § auflésen:

. E _ _ :E N2
y[m+2(l Zo0 vt—l—y)} 4(1) )

Ip=0
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Gleichung 14 einsetzen:

2
M
i = A m( m+ _1”
4m m
i 2
4m m
. o vz M+m
y - :u 4m2
Mit ym = F ist die maximale Kraft:
M
Froe = Mo2228™ _ 415N (15)
4 m

Hinweis: Die Aufgabe ist aus ,Mechanik, Teil 1“ von W. Greiner.

Aufgabe 3
Billard

Eine Kugel mit der Masse m und dem Radi-
us R bewegt sich auf dem Billardtisch mit der
Geschwindigkeit v = p/m auf eine ruhende
Kugel der Masse M und dem gleichen Radi-
us R zu. Das Koordinatensystem wahlt man
so, dass der Mittelpunkt der ruhende Kugel
im Ursprung liegt und sich der Mittelpunkt der
anderen Kugel parallel zur z-Achse bewegt.
Der StoRBparameter b bezeichnet den Abstand
zwischen der Bahnkurve und der xz-Achse. Die beiden Kugeln stoRen vollelastisch miteinander.
Reibung kann vernachlassigt werden.

3.a) Berechne die Impulse p’ und P der Kugeln beziiglich des Tisches nach dem Stol3.
Es gilt Impulserhaltung:

Fo= F+P
Und Energieerhaltung:
Ey, = E+E
2 =2 P2
Fur den StoRwinkel « gilt:
sina = i
2R

Zur einfacheren Rechnung betrachte wir die Impulse in einem um « gedrehten Bezugssys-
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tem {é, €, } mit:

€¢ = €pcosa—é€ysina

€y = @Ezsina+ €ycosa
Da ein Impulsubertrag nur in Richtung e; stattfindet, gelten die drei Beziehungen
0=P-e & P,=0
€y =p -8 & p,=p,=psina
ﬁ~*§:(ﬁ’—|—ﬁ’)-€g & Pf’—l-p’f:pg:pcosa

Der Energiesatz gilt :

o
m m M
p? = p?costa— 2Pépcosa+P§'2 +p?sin®a + %Pg
M
0 = m]—& P{* — 2pP/ cos
M
0 = P (%PE’ - 2pcosa)

Der Fall P/ = 0 ist nicht interresant (Kein Sto, gilt wenn || > 1)

2M
=P = o arPeosa
_ 2M
=P = m+Mpcoso¢€5

Dieses Ergebnis in Beziehung (18) einsetzen:

2M ,
pcosa = m+Mpcosoz+p5
P 1_ 2M
Pg = ( m+M>pcosa
, m—M
Pg = m+Mpcoso<

5.8
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Mit (17) erhalt man fir den Impulsvektor

Po= pefe+p,e
. m—M 5 4 psin @
= cos aé sin «vé
P m—i—Mp ¢rp v
In zy-Koordinaten:
= 2M
P = m+Mpcosa(€mcosa—€ysina)
= 2M 1
P = m—l—Mp <5x cos’ a — @5 sin2a)
und
_,, m— M
p = m+Mpcosa(ewcosa—eysma)—i—psma(emsma—i—eycosa)
- M 1
po= Z+Mp <610052a——eys1n2a>—|— (emsin2a+§éysin2a>
0 m— M + sin2 +p 20 (1 m—-MY\
= cos® a + sin® Ssin2a (1 - B
P P m+ M 2 m+M) Y
- M 2M
o= p(:JrMcos a+sm2a) +§ 7 Sin 208,

Mit den Relationen fiir a = %

cos(arcsina) = /1 —a?
1
3 sin(2arcsina) = ay1—a?

erhalt man
m— M 2M N
po= p<m+M(1 )+a)em+pm+Ma\/1—a26y
o m—M 2M 5\ L 2M —
p p<m+M+m—|—M +pm+Ma "y
und

- 2M o .
P = D ((1 —a)é, —av/1— azey)

m+ M

3.b) Berechne die Impulse relativ zum Schwerpunktsystem.

Schwerpunktsystem:
P+p 1
Impuls des Schwerpunktess; = % = Epﬂz = p,
relativer Impuls 7, = 5—P = pé,
Nach dem Stol3 haben die beiden Kugel den Impuls
§o- 7P
S m—-M  2M )\ . oM ——
= - R 1 _ 2
Pr p(m+M+m+Ma € +pm—|—Ma ey
2M
v Mp ((1 — a2)e} —av1— a2€y)
5 m —3M AM 5\ L - . b
2 p(m+M+m+Ma e+pm+Ma\/ a’ey mita= o
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Abbildung 2:z, y-Komponenten der Geschwindigkeiten @ , V’ (links) und der Impulsep’ , P’ (Mitte) fiir
m =1,M = 2,p=1und R = 1in Abhangigkeit von b. Rechts sind die Energien E,,, = p?/m und
Ejr = P?/P der Kugelnin Abhéngigkeit von b.

relativ zueinander. Gegentest:

P+
- —
pS - 2
m— M 2M —
2_/ — 2 —*w 1 2>
Ps p(m+M+m+Ma>e Ry ey
2M
+ e VL ((1 —a®)é, —ay/1— a2€y)
L, 1 (m-M N oM -
Ps = 3 m+M m+M pea
1
Hinweis: Die Teilaufgabe a gestaltet sich einfacher wenn man ein gedrehtes Koordinatensystem
einfuhrt.
Werkzeug:
cos(arcsinz) = /1 —a?
Aufgabe 4
Rennwagen

Bei Sprintrennen wird ein Rennwagen bendtigt, der moglichst gut beschleunigen (und anschlie-
Bend wieder gut bremsen) kann. Ein Problem ist dabei, dass die Reifen durchdrehen, wenn die
Kraft der Reifenoberflache auf den Stralenbelag F;, zu grof3 wird (es gilt dann nicht mehr Haft-
reibung, sondern Gleitreibung). Die ,maximale" Beschleunigungskraft £}, = pFj, . Dabei ist i der
Haftreibungskoiffizient und F, die Kraft auf die Hinterréder. Der Wagen hat die Masse m. Es wirkt
die Schwerebeschleunigung der Erde.

4.a) Stelle die Gleichung fur das Gleichgewicht der Krafte auf.

mg = F,+ Fp
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4.b) Stelle die Gleichung fur das Momentgleichgewicht um eine Drehachse auf, die duch die Auf-
lagepunkte der Hinterrdder lauft. Es ist zu beriicksichtigen, dass die Beschleunigungskraft
am Schwerpunkt angreift.

M, + My, + My + My, =
(Iy 4 In) & X Fy + (1@ + hé,) x Fy + (Inéy + hé,) x (—=Fy) + 0 x F, =

((ZV + lh)FV + hFy, — thg) e, = 0
(lv + lh)FV +hE, = LWy
(lv + lh)Fv + th = lhmg

4.c) Wie grol3 sind die Normalkrafte F,, und Fj, auf den StralRenbelag.

F, = pky F, =mg—Fy
= (Iy + lh)(mg — Fy) + phFy, = lymg
(wh =1y —l)Fh = (ln—1 —In)mg
1,
Fr, = ——
Ly iy AL
ly
B = —
" lv"’lh_,uhmg
F, = mg—F
ly
o= (1-— 7
lh—uh

lv + lh - ,uhmg

4.d) Die maximale Beschleunigung kann man erreichen wenn F, — 0. Warum? Was ist unter
Berucksichtigung dieser Bedingung die maximal mégliche Beschleunigung »? Wie muss
dafiir das Auto konstruiert sein? (Beziehung zwischen Iy, h und p).

Wenn die Kraft F,, negativ wird, Uberschlagt sich das Fahrzeug.

F,— 0= F = mg
= mb = umg
b = pg
F, = mg
ly
TR
ly
v - 1
<:>lv‘i‘lh_ﬂh
Sly—ph = 0
lh = /Lh
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4.e) In welcher Zeit kann der Rennwagen aus dem Stand eine Geschwindigkeit von 100 km /h
erreichen, wenn zwischen Hinterreifen und Stral3e ein Haftreibungskoiffizient von p = 0.9
herrscht? Welche Strecke legt er dabei zurtick?

v =

=t =

t =

512

bt

(%

Hng
3.15s

1
Zuat?
2#9

43.8 m



