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Ubungsblatt 6

Lésungsvorschlag
3 Aufgaben, 9 Punkte

3P

Aufgabe 1
Das Brachystochronenproblem
Gegeben sind zwei Punkte in der z-z-Ebene, die
2k A durch einen (fiktiven) Draht verbunden werden. Durch

die Schwerkaft gé, gleitet eine Perle auf dem Draht
ds reibungsfrei vom hoéher gelegenen Punkt A zum

tieferen Punkt B (Bei Punkt A hat sie eine vernach-

lassigbar kleine Geschwindigkeit). Bei welcher Form

B des Drahtes (=Bahnkurve der Perle) ist die Zeit,
v(t) . die die Perle von A nach B Braucht minimal? Lose
x diese Aufgabe mit Hilfe der Variationsrechnung.

Hinweise: Mit der Substitution z = Z— 4q%(l—cos «) lasst sich das auftretende Integral einfacher
l6sen. Dabei ist Z geeignet zu wahlen und « ist der freie Parameter. C ist ein Integrations-
parameter, den man anhand der Anfangsbedingungen (z4,z4) und (zp,zp) bestimmen
koénnte. Diese Rechnung ist jedoch etwas langatmig und wird nicht verlangt.

Die Bahnkurve braucht nicht explizit angegeben werden (Parameterdarstellung in Abh. von

« reicht).

Die Zeit dt, die die Perle auf einem infinitesimalen Kurvenstlick ds braucht ist:
ds.
u(t)

ds = +/dx?+dz?

dt =

Die gesammte Zeit T ist das Integral

Mit der Definiton des Wegelementes

und der Energie der Perle

Ekin + Epot = EA
1
& §m112(t) +mgz(t) = mgza
s (t) = 2g(za - 2(1)

& o(t) 29(za — 2(0))
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Kann man T durch z und z ausdriicken:

B 2 2
T _ vdz? + dz (1)

A \/29(24 — 2)

An dieser steht noch nicht fest, welche Variable in der Variationsrechnung unabhéngig bzw. ab-
hangig sein soll. Die Rechnung wrid vermutlich einfacher wenn man z als unabhéangige Variable
verwendet (Nenner von (1)!): z = f(2), dx = g—’jdy = z’dy Dann ist die Zeit

(z'dz) 24422
- / V(wde) +d=

2g zA— 2)
T — 2 +1
2g(za — 2)
Die zu variierende Funktion ist damit
12 1
flza,2) = i
29(za — 2)
mit
of
- 0
ox
und

af 0 [ 2”41 \'?
ox’ 29(z4 — 2)

oz’
1/ 241 777 2
2 (2 (za — 2) ) 2g(za — 2)
( 1/2 I/
- () s

\/(ZC/Q + 1) 2g(za — 2)
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Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Problem ist

of _dof,
Jdr dyox’
/ia_f
dy Oz’
of
ox’
xl
V(@2 +1)-29(24 — 2)
1'/2
T @) 29(a - 2)
o x/2
o g2

(1—0C%-2g(z4 — 2))z"

/
x

C

02

C? (2" +1)-2g9(za — 2)

C? - 2g(2a — 2)2"* + C? - 2g(24 — 2)
+C?%-2g(24 — 2)

" 2g(z4 — 2)C?

1—2g(za — 2))C?

29C2%z4 — 2gC2gz
1—-29C?z4 +2¢9C?2

zZA — %

1-2gC2z
2302 4tz

ZA — 2
+

1
37 T AT 2

Die Lésung dieser DGL erhalt man durch direkte Integration:

T —xA

_EA—Z

dz

</,

2gc2 —za+ 2z

Dieses Integral 13t sich am einfachsten mit der Substitution z = z4 — 4(]%(
Dabei sind: ‘
d 1
dz = Ia (zA - W(l - cosa)) do
1
dz = _W sin a do
und die Grenzen
ZA = 24— W(l —cosay)
<0 = 1—cosagy
Sas = 0
(1~ cosa)
z = ZA— ——= — COS &
A 4¢4C?
& 4902(z —2z4) = 1l—cosau

arccos(1 — 4gC?(z — z4))
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und

ZA—2z = 4902(1—00504)
1 1
W—ZA—FZ = W—W(l—COSQ)
1
= 4902(1 + cos )
B 1 (14 cosa)(l —cosa)
C 4gC2 (1 —cosa)
_ 1 sin? o
~ 49C? (1 —cosa)
Das Integral ist nun
1
a | —=(1—-cosa) _—1
T—xT4 = :I:/ 4g012( I )4 Iz sin a da
0 49C? (1—cos o) 9
! / " d
T—xya = — — cosada
A ¥4902 )
a—sina
xr = = —_—
AT 1902

Das FVorzeichen dieser Funktion ist belanglos, da « — sin @ symmetrisch ist:

o — sin«

TS wat e

C? musste so gewahlt werden, dass

ap —sinapg

rp = A+ 4902
mit
ap = arccos(l —4gC%(zp — 2a))
erfullt ist.
Aufgabe 2

3P
Inhomogener Oszillator

In der letzten Ubungsstunde wurde die Lésung inhomogener Differentialgleichungen mittels GREENscher
Funktionen in einem Refrat vorgestellt. In dieser Aufgabe soll diese tolle Verfahren ausprobiert
werden: Ein gedampfter harmonischer Oszillator wird flr eine Zeit = mit einer konstanten Kraft

Fy angetrieben. Vor dieser Anregung befand sich der Oszillator in Ruhe.

Oszillatorgleichung:
mi + 2bi +wir = Fy-(0(t) —0(t — 7))

HEeAvisIDEsche Sprungfunktion:

1 fart>0
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GREENSs Funktion fur den gedampften harmonischen Oszillator im Schwing- und Kriechfall:

0 furt <0
G(t) = {exltexzt fil
oG —2a) urt >0
sowie im aperiodischen Grenzfall:
0 furt <0
G(t) =
®) {%e)‘t furt >0

mit
Al/QZ—bi b2—wg A=-b

2.a) Berechne z(t) fur alle Falle.

(@) =(t) fur Schwing- und Kriechfall
z(t) = / G"F(t—t")dt
0

oo e}qt’ _ e)\gt
o(t) = / e (0t —t) — Ot — — 7)) dt’
0

m(/\1 — )\2)
Fo > 1t ot ’ ’ /
o) = m/o (M =) (L= 0 )~ 140" —t 4 7)) dt
— o - et _ phat! ’_ ) — 0t — ’
o(t) = m(Al_Az)/o ( )(9(t t+T)— 0t — 1)) dt

Integral Uber die Sprungfunktion:

| swse-nya = [ s = rol

> Cf)dt = F()|F firt; <0
| s —myar = o A0 = Tl T
0 . f)dt = F@)], furty >0
to t .
e t)ydt = F(t)|; furt; <0
[ ee-n-ae -y a = (0 A0 0 S
0 o f)dt = F(t)|,; furt; >0
Fur die Integration muss also eine Fallunterscheidung gemacht werden:
0 F Jy (M =) ar furt-r<0
z(t) = ——M——- , ,
m(A1 — A2) f;r (e>‘1t — et ) dt' furt—7>0
j2) )\%e’\lt/ — Aize)‘zt furt <7
z(t) = . )
m(A1 — A2) )\%eht — %26)‘2’5 furt > 7
t—T
F Lot 1 et 1 4 1 fur ¢
‘T(t) = A - Y ’ {>\11 e)\lt )\12 6)\215 >\11 tlf\fff) 1 Xa(t—7) fil -7
m(A1 — A2) e 3 € e —l—/\—ze urt >r1
0 Fy 6*1;14 2 -1 furt <7
T = . t t—T t t—r
m(A —Ag) | £ f\il( L 7;22( L ofurt > 7
0 Fy /\fl(l — e~ M)t /\gl(l —eTMtert furt < 7
T e .
mA—X2) | AT — e MMt - AJH(1 — e MeT)eMet firt > 7
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Es ist jedoch zu beachten, dass z(t) = 0 fur ¢ < 0 gilt. Deshalb ist die vollstandige
Beschreibung:

7 0 firt <0
2(t) = ——C AT M = 1) = Ay (et — 1) fro <t <7
m(/\l — )\2) 1 - 1 - .
A eM(1 —e~MT) — A el —e 22T firt > 7
oder
_ Foe(t) —1_MXit —A1 min(¢,7) —1_MXot —A2 min(¢,7)
l'(t) = m (Al e (1 — € ) — AQ e (1 — € ))

(b) «(t) fur den aperiodischen Grenzfall:

z(t) = /Oo G F(t—t)dt
0

z(t) = h ie“FO Ot =ty =0t —t —71)) dt’
0 m

a(t) = Lo [™ e O —t+7)— 0@ —t)) dt’
m Jo

Es muss wieder eine Fallunterscheidung gemacht werden:

0 Fy | [oteMat  firt <7
z = —-
m ftt_T teMdt’ furt > 7

Integral Nr. 448

’ ’ t
@ 2} AL Lt furt <7
z(it) = —-
m —Mx;le“/‘ furt > 7
t—T
0 Ey (At —1)eM+1 fire <r
x = —-
mA2 | (Mt —1)eM — (M =X —1)e M) firt > 1

Es ist wieder zu beachten, dass z(t) = 0 fur ¢ < 0 gilt. Deshalb ist die vollstandige
Beschreibung:

I furt <0
z(t) = m—)o\z- (Mt —1)eM +1 furo<t<r
(M —1)eM — (Xt — At — 1)) firt > 7
oder
Fob(t
x(t) = 731;2) ((/\t —DeM+ (1 -0(t—7)) — (M —Ar — 1) XTh(t - T))

2.b) Diskutiere z(t) fiir die Zeitintervalle t < 0,0 <¢ < 7und ¢ > .

Fur t < 0 ist der Oszillator immer in Ruhe, was auch den Anfangsbedingungen entspricht.
Bei ¢t = 0 wird er durch die Kraft ausgelenkt. AnschlieBent schwingt (oder kricht) er sich
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Abbildung 1: Auslenkung eines ged

amften harmonischenli@gni, der durch einen Rechteckkraftstof3

angeregt wird in Abhangigkeit von der Zeit. Parametgr= 1N, 7 = 125, wo = 5/7s~ !, m = 1 kg und

Too = m2/25 = 0.395

auf eine konstante Auslenkung x., ein. Dabei ndhert er sich xz., um so schneller je kleiner
b% — w3 ist. Die Auslenkung z ist der Grenzwert fur ¢t = 7 — oo:

Fy

Too = lim

t—o00 m(/\l — )\2)

()\Il(eht _ 1) _ A;l(ekgt _ 1))

_ o 1 (bt /PRt 1 (bt /PRt
Too = tlig)lo T — %) ()\1 (e e o —1) = Ay (e 0 1))
Fy ( 1 1)
Tog = ———|——+— dab > 0
m()\l — /\2) /\1 /\2
S Fy ()\1 - /\2)
* m()\l — /\2) /\1)\2
Fy
Too =
m)\1/\2
AAg = (—b—i- b? —w%) (—b— b2 —w%)
Ml = VP —(0*—wd) = i

Nach dem zur Zeit t = 7 die
wieder in die Ruhelage ein.

Aufgabe 3

Perle am rotierenden Ring

Kraft aufgehdhrt hat zu wirken schwingt sich der Oszillator

3P

Eine Perle der Masse m kann reibungslos auf einem Ring mit dem Radius R gleiten. Nun soll die
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Bewegung der Perle im Schwerefeld g untersucht werden, wenn sich der Ring um eine Drehachse
parallel zu g dreht. Die Drehachse soll oben und unten durch den Ring gehen.

3.a) Formuliere die Zwangsbedingungen.
Die z- und y-Koordinaten der Perle sind durch die Drehbewegung miteinander verknipft:

= = tanwt
T

(das ist eine holonom-rheonome Zwangsbedingung). Die Perle kann sich nur auf der Kuge-
loberflache bewergen, die durch die Drehbewegung des Ringes aufgespannt wird.

x2+y2+22 _ R2

(das ist eine holonom-skeleronome Zwangsbedingung). Die Perle hat also nur einen Frei-
heitsgrad, der durch am besten durch den Winke ¢ dargestellt werden kann (¢ = ¢). Die
karthesischen Koordinaten kdnnen durch Kugelkoordinaten dargestellt werden:

r = R sind coswt i = RV costd coswt — Rw sind sinwt
y = Rsind sinwt ¥y = RY cos¥ sinwt + Rw sin¥ coswt
z = R cos? z —RY sind

3.b) Wie lautet die LAGRANGESche Bewegungsgleichung
Kinetische Energie:

m_g mo .o .2 .2
T = %RQ (192 cos2 9 cos? wt — 20w cos ) coswt sin ¥ sin wt + w? sin® Y sin? wt)
+ %RQ (192 cos? 9 sin? wt + 20w cos ¥ sinwt sind coswt + w? sin® Y cos> wt)
T %RW sin2
T = %RQ (192 cos? 9 + w? sin? 9 + 9?2 sin? 19)
T = %Rz (w2 sin? 9 + 192)

Die kinetische Energie setzt sich der Rotation um die z-Achse und der Bewegung auf dem
Ring zusammen. Und die potentielle Energie ist nur durch die Schwerkraft gegeben:

U = —mgz = mgR cos?
= die LAGRANGEfunktion:
L = T-U
= %RQ (w2 sin? 9 + 192) — mgR cos ¥

d oL dm . . -

e i . i

dt 9 a2 mi
oL

oL _ m 2 2 . .
59 2Rw 2 sin? cos®¥ + mgR sin
= mR*(w? cos? + }%) sin ¥

Damit sind die Bewegungsgleichungen

doc o _
dt oy 09
o= (wQCosﬁ—i—%)sinﬁ
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3.c) Integriere die Bewegungsgleichung fur kleine .
Fur kleine 9 gilt:

costd ~ 1

sind ~ o
Damit ist die Bewegungsgleichung
b o= W+ Lyw
W+ 5

Das ist die Gleichung eines ungeddmpften harmonischen Oszillators mit der Eigenfrequenz
wd =w?+ 4. Die allgemeine Lésung dieses Problems ist

¥ = Acoswyt+ Bsinwgt = Ceolti¥
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