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Ubungsblatt 7

Lésungsvorschlag
4 Aufgaben, 11 Punkte

Aufgabe 1
Zykloidenpendel

Eine Perle gleitet unter Einfluss der Schwerkraft ge, rei-
bungsfrei auf einem Draht. Dieser ist als Zykloide ge-
formt, d.h. die Bahn der Perle genigt den Gleichungen

x = R(a—sina)
z = R(l14cosa) mit0 < a <27
x = R(a-—sina) & = R(a&—dcosa)
y = 0 y = 0
z = R(l+cosa) Z = —Réasina
1.a) Stelle die LAGRANGEfunktion auf.
kinetische Energie:
_ 1 2 | 2
T = 3m (:C +z )
1
= imR2 (d2 — 262 cos o + &% cos? o + &% sin? a)
1
= 5mR2 (26% — 2¢° cos )

= mR*(1—cosa)d?
potentielle Energie:
U = mgz = mgR(1+cosa)
LAGRANGEfunktion:

L = T-U
= mR*(1 —cosa)d® — mgR(1 + cosa)
= mR(1+cosa) (R +g)

1.b) Bestimme i fir u = sin £

U = —c,bcosf
2 2
1
U = §¢COS§—Z¢2SH1§
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1.c) Bestimme die Bewegungsgleichung der Perle.

d oL d 9 .
prie vl EQmR (14 cosa)d
= 2mR? (& (1+cosa) — ¢’ sina)
% = —mRsina (Rd2 + g)
Ja
Damit erhélt man die Bewegungsgleichung
26 (14 cosa) — 2% sina + (d2 + }%) sinae = 0
26 (1 + cosa) — (% - oﬂ) sina = 0
mit
(1—}—(305(,0):2(3052£ sincp:2sinfcosf
2 2 2
kann man die Bewegungsgleichung als
264005g —c'yzsing—i—gsing =0
2 2 R 2

schreiben. Substituiert man v = sin 5 erhalt man die einfache Form:

1.d) Lose die Bewegungsgleichung fur die Anfangsbedingungen z(0) = zo und &(0) =0
Das ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators. Die Allgemeine Lésung

Ist
u = Asin(wt) + Bcos(wt)
bzw.
a = 2arcsin(Asin(wt) + Bcos(wt))
mit der Kreisfrequenz
Anfangsbedingung ¢(0) = 0:
alt) = %2 arcsin(Asin(wt) 4+ B cos(wt))

A cos(wt) — Bsin(wt)

2
\/1 — (Asin(wt) 4 Bcos(wt))?
oy A
Q(O) = 2@ =0

A =0
Anfangsbedingung z(0) = 29, «(0) = ay:
zo = R(1+ cosap)

z
S oy = arccos(ﬁo—l)
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a(0) = 2arcsin(B))

& B = 2sinag
B = 2sin (arccos (3 -1))
= 2sin (arccos (= —
R
mit
sin(arccosz) = —xz+ g fur — 1<z <1

er halt man

20 . 20

B = 2(——1) furo< =<2
R -~ R~

1.e) Berechne die Dauer einer Periode T in Abhangigkeit von der Auslenkung z, bei &(0) = 0.

Aufgabe 2
3P

Kraft einer rotierenden Masse

Eine Masse m rotiert reibungslos auf einer Tischplatte. Uber einen Faden der Lange [ (I = r +s),
der durch ein Loch in der Platte verauft, ist m mit einer anderen Masse M verbunden. Es ist die
Bewegung von m und M unter EinfluB der Schwerkraft ge, zu untersuchen.

2.a) Formuliere und klassifiziere die Zwangsbedingungen.
Es gibt vier holonom-skleronome Zwangsbediengungen:

Il = r+s
z = 0
X =0

Y =0

2.b) Stelle die LAGRANGEfunktion und ihre Bewegungsgleichung auf.

Bei vier Zwangsbediengungen bleiben 6 — 4 = 2 Freiheitsgrade. Wir brauchen also zwei
generalisierte Koordinaten

qgq = ¢

G2 = S
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Die Transformation ist:

x = rcos(p) = (I—s) cos(p)
y = rsin(p) = (I-s)sin(p)
Z —5
mit den Ableitungen
z = —$cos(p)— (I — )¢ sin(yp)
y = —ésin(p)+ (I ) cos(p)
Z = -5
Kinetische Energie:
R T R A e~ S 2 Lo 2
T = 2m(a: +y)+2MZ = 2(m—|—M)s —|—2m(l 5)%p
Potentielle Energie:
V. = MgZ = —Mgs

LAGRANGEfunktion:
1 1
L=T-V= 5(m+M)s'2 +5mll = s)2p? + Mgs
Wir erkennen, dal3 die Koordinate ¢ zyklisch ist, d.h. dass die LAGRANGEfunktion nur von
ihrer Ableitung ¢ abhéngt. Dies bedeutet:

g—é = m(l—s)%p = const = J¢p = Ly

Sy o= 0
4 m(l — s)?

Dies ist der Drehimpulserhaltungssatz. Es sind zwar J = J(t) und ¢ = ¢(t) zeitlich vera-
derliche GréRen. lhr Produkt bleibt jedoch konstant. D.h es ist

d oL
dat 9

Fur die zweite Koordinate ¢; = s stellen wir die LAGRANGEsche Bewegungsgleichung auf:

d oL .
oc .9 _ L3
a = —m(l—s)go —l—Mg——m—i—Mg
Also ist die Bewegungsgleichung:
) L2 B
(m'i‘M)S-i-m—Mg = 0 (1)
mit
Lo = m(l—s)w
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oder

s Mt My o
(m+4+M)(1—s) m+Md =

Wenn die Gleichung (1) mit $ multipliziert und integriert wird

L3s
/(m—l—M)ssds—i—/mlis /Mgsds =0

1
2(m+JV[)s —JV[gs—f—m = const

sieht man die Energieerhaltung:

T+U+V = FE = const

2.c) Unter welchen Bedingungen rutscht die Masse M nach oben, wann nach unten?

Wenn die beiden Massen im Gleichgewicht sind, muss § = 0 gelten. Dann ist die Bewe-

gungsgleichung

L
M
(i —9)? !
L2
=5 = l—SM—ﬂ(;g:sozconst
Die Winkelgeschwingigkeit w, bei der § verschwindet ist
. Lo Mg
w, = = _— = _—
0= ¥o m(l — s0)? m(l — so)
Aus der Bewegungsgleichung kann man ablesen:
P>w & §<0 < Z >0 = M wird nach oben gezogen
p<wy & 8§<0 & Z<0 = M rutscht nach unten

2.d) Diskutiere den Spezialfall w = 0.

Fur w = 0 ist verschwindet auch der Drehimpuls Ly. Die Bewegungsgleichung ist damit

M
C om+4+M 9

Das ist der verzdgerte, freie Fall der Masse M.

Aufgabe 3

Zwangsbedingungen

3.a)

Zeige dass die differentiellen Zwangsbedingungen fir das in der Ebene rollende Rad nicht-
holonom sind.

Fahrt das Rad auf der x; — x5-Ebene, so gilt die Zwangsbedingung:

cosV(z1,x2) dxy +sind(x,y)dzes = 0
& drp —tand(xy,22)dre = 0
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Abbildung 1: Rad (links) und rotierende Ebene.

Die allgemeine Formel fur Differentielle ZB:

3N
Zaijdxi — aitdt = 0
j=1
hier:
ayyp — 1= a1 = tan <p(:c1,172) aly = O

Die Zwangsbedingungen sind integrabel, wenn die Ableitungen vertauschen:

8(11-]- . 0ag Oagt . Baij
ox;  Ox; ox; Ot
3@11 -

6$2 =0
(9042 _ 1 6@(,@1 N ,TQ)
o1 cos? p(x1, z2) Oxa

Die beiden Ableitungen vertauschen nicht, deshalb ist die Zwangsbedingung nicht integra-
bel.

3.b) Uberpriife die Integrabilitatsbedingung fiir die Zwangsbedingung einer uniform rotierenden
schiefen Ebene. Die Rotationsachse liegt in der Ebene.

fi = sin(wt)z1 — cos(wt) xo
< fi = tan(wt)zg —a2 = 0
df1 »1 df1 Wy
Doy tan(wt) g—g’; =-1 rri cosZ (wh)
’hH 0 — d*fL
8:018:172 8:028:01
?fHh . 0N
8:172(9t B o 8t8:1:2
62f1 - w
010t  cos?(wt)
82f1 - w - 82f1
otdr;  cos?(wt)  Ox 0t

Alle Ableitungen vertauschen. Das bedeutet, das die Zwangsbedingung holonam ist. Das
ist auch zu erwarten, da fi(x1,x2,t) = 0 existiert.
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Aufgabe 4
3P

Krummlinige Koordinatensysteme

Viele Probleme in der Physik lassen sich durch die Wahl geeigneter krummliniger Koordinaten
wesentlich vereinfachen. Am haufig sind Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten geeignet, da viele phy-
sikalische Probleme zylinder- oder kugelsymmetrisch sind. In dieser Aufgabe soll die Bewegung
eines Massenpunkts in diesen Darstellungen bestimmt werden. Die dadurch gewonnen Erkennt-
nisse kdnnen sicher bei einigen Problemen gut zu gebrauchen sein.

4.a) Zylinderkoordinaten:

(a) Stelle den Ort eines Massenpunktes in Zylinderkoordinaten (Einheitsvektoren) dar.

ro= Jx?2+y? T = T CosQ
= tan <~ Yy = Trsinp
z = z z = z
Einheitsvektoren:
e, = e,
€, = €pcosp+éysiny
€p = €;Xép

= €, X EyCosp+ €, X Eysing
= €ycosy — éxsing
Der Ort eines Punktes in Zylinderkoordinaten ist
¥ = ré,+ze,

(b) Berechne die Ableitung der Einheitsvektoren allgemein.

= —

e, = @&,

5 S " d._ .

€r = —E€yCoS —¢€,, sin

" dt " T g Y
= —ezsinp + pé, cosy
= —()bg@

€, = Eé’y cosp — Eéx sin ¢
= —peysing — Py cosp

(c) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines beliebig beschleunigten Mas-
senpunktes.
i =7
d
= E (Tgr + Zgz)
= € +7rE, + 26,

= i€ — g, + 2E,

m
T = =
2’[}
= 3 (d —rpe, + 28)°
- %(7‘2+r2gb2+22)
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(d) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines Massenpunktes, der sich mit
der Winkelgeschwindigkeit (¢) und der Geschwindigkeit zauf einem Zylindermantel
bewegt.

Hier kann das Ergebnis der vorherigen Aufgabe Gbernommen werden, wenn

r(t) = R=konst <= =0

gesetzt wird:

<y
I

—TPEyr + 2€,
T o= S (P42

4.b) Kugelkoordinaten:

(a) Stelle den Ort eines Massenpunktes in Kugelkoordinaten (Einheitsvektoren) dar.

r = /$2+y2+22 T

r cos ¢ sinv

= tan? — y = rsing sind
9 = tan Mty z = rcos?
z
Einheitsvektoren:
€, = €zcosy sint + €y siny sinv + €, cos v
€, = —€psinp+e,cosy

€p X €

o
q:l
I

€y X @, cos? o sind + €, X €, cosp cost — €y X €ysin<p2 sin — €, X €, siny cos ¥
= &,(—cos® p sin¥ — sin ¢? sind) + &, cos ¢ cosV + &, sin g cos

€y cos @ cost + €y sinp cosd — €, sinv

Der Ort eines Punktes in Kugelkoordinaten ist

—

¥ = reé,
(b) Berechne die Ableitung der Einheitsvektoren allgemein.

4z ind + %5 si inv + ¢ 9

€ = —&ycosp sin — ¢, sin p sin —¢, CoS

" Y a vy T
= é (19 cos p cosy — ¢ sinp sinﬁ) +éy (19 sin g cos®¥ + ¢ cos @ sin19) — €, sind
= &y + p&,sind

d d
Gy = Eéx cos cosV + Eé'y sin @ cos v — Egz cos 9

= &, (—19 cos p sind — ¢ sinp cosz?) +éy (—19 sin ¢ sind + ¢ cos @ cosﬁ) — €, cosV

= —Jé. + p€, cosV

5 S d
€y, = ——@sin — &, COS
v ARG A
—€zp cosp — €y singp
= —Soé’g
mit
€, = €ycosp+éysing
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betrachte

€, siny + €y cos v

_|_

€, cos ¢ (sin? ¥ + cos® 9) + €, sin ¢ + (sin® ¥ + cos? )
€,(cos? sin — sind cos )

~ — -
€z COSP + €ysiny = €,

Die Ableitungen der Eintheitsvektoren sind damit:

€ = V& +pé,sind
(.39 = - + p€, cos
€, = —¢(€ sind+ & cosd)

(c) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines beliebig beschleunigten Mas-

senpunktes.

<y

_ i
d

= —re
dt "

= 7re.+re,

= 7@+ 7 (085 + ¢, sinv)

m o

5 v

m . 2

- Z (7@ +7 (98 + ¢, sinv) )

= % (7’“2 + 7 (192 +</72$in19))

(d) Berechne Geschwindigkeit und kinetische Energie eines Massenpunktes, der sich mit
den Winkelgeschwindigkeiten ¢(t) und « auf einer Kugeloberflache bewegt.
Hier kann das Ergebnis der vorherigen Aufgabe Gbernommen werden, wenn

gesetzt wird:

r(t) = R=konst <= 77=0

S
Il

r (196’19 + p€, sin 19)

T = %ﬂ (192+¢2 sin 19)
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