Ubungen zu: Theoretische Physik |- klassische Mechanik W 2213
Tobias Spranger - Prof. Tom Kirchner WS 2005/06
http://www.pt.tu-clausthal.de/qgd/teaching.html 9. Januar 2006

Ubungsblatt 8

Lésungsvorschlag
3 Aufgaben, 11 Punkte

Aufgabe 1
Doppelpendel
In diese Aufgabe ist ein Doppelpendel im Schwerefeld der Erde
ZA Ay gé, mit dem LAGRANGEformalismus zu untersuchen.

13 Fprmuliere ufid klassifiziere die Zwangsbedingungen. Wie vieleFreiheitsgrade hat das Sys-
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(xa—xp)°+ (24 —2B) —p =
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1.b) Wahle geeignete genaralisierten Koordinaten fir das Doppelpendel.

geignete genaralisierten Koordinaten sind die beiden Winkel ¥4 und 95 mit ihnen lassen
sich die (nicht ignorablen) kartesischen Koordinaten und iher Ableithgen darstellen als:

za = lasintgy Ty = lAﬁAcosﬁA
- —ZACOS’19A 2,4 = lAﬁASinﬁA
rg = lusinta +Ilgsindp ip = la0acosVas+ lgdpcosip
zp = —lacosds—Ilpcosip (5 = la0asind4 + lgdpsindg

1.c) Bestimme die LAGRANGEfunktion des Systems
kinetische Energie:

%mA (63 + 22) + %mB (62 + 22)

T

4P

1 . 1 . 1 . . .
= §mAl?419?4 + §mBl?419?4 + imBZQB1923 +mplata (cosPy + cosVp)lptp (sinds + sindp)

1

= 5 (ma+mp) 112419% + §mBZQB§QB +mpladalgdp cos(Va —¥Up)
potentielle Energie:
U = magza+mpgzp

= —maglacos¥s —mpglacoss —mpglp cosip

= —(ma+mp)glacosdas —mpglpcosVp
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LAGRANGEfunktion :

L = T-U
1 9 9 1 9 9 . .
= 5(mA+mB)lA19A+imBlB’ﬂB—l—mBlA’ﬂAlBﬁBCOS(’ﬂA—193)

+(ma+mp)glacosds+mpglpcosip

1.d) Leite die Bewegungsgleichungen her.
LAGRANGE(gleichung flr 9 4:

E% = Z (ma+mp)l39a+ EmBlAlBﬁB cos(V4 —UpB)
= (mA + mB) 11241.9.,4 + mplalp (193 COS(ﬁA — 193) — (19,4193 — 1923) Sin(ﬁA — 193))
oL

EX = —mBlAﬁAlBiéB sin(9a — 193) — (mA + mB)glA sin ¥ 4
A

= —mBlAlgiéAiéB sin(9a — 193) — (mA + mB)glA sind 4
Die Bewegungsgleichung fiir 9 4 ist damit :
(ma+mp)l30a + mplalppcos(Pa —0p) —mplalpdadpsin(da —Ip) +mplalpdsin(ds —Ip)
= —mBlAlgiéAiéB sin(9a — 193) — (mA + mB)glA sin 9 4
< (ma+mp) 11241.9,4 + mBlAlB{?B cos(Va — 193) + mBlAlBiézB sin(9a — 193) + (mA +mp)glasinds = 0

LAGRANGE(gleichung fir ¢p:

d oL d 9 & d .
E% = EmBlBﬁB-FEmBlAﬁAlBCOS(ﬁA—193)
= mpl3dp +mplals (&A cos(9a — 9p) — (19?4 - ﬁAﬂB) sin(94 — 193))
% = mBlAlBélAQéBSin(ﬁA—ﬁB)—mBngSinﬁB
0Vp

Die Bewegungsgleichung fur 95 ist damit :

mBlzBlgB + mBlAlB(’l.gACOS(ﬁA—ﬁB)—(191—19,4193)8111(19,4—193))

= mBlAlBiéAélB sin(ﬁA — 193) — mBng sinﬁB

& mBZQB{?B +mplalpda cos(Pq —Vp) — mBlAlBﬁ‘i sin(9a4 —¥p) + mpyglpsindg = 0

1.e) Bestimme die Bewegungsgleichungen eines Doppelpendel mit gleichen Stangen 4 = ig =
[ und gleichen Massen mag = mp =m fur kleine Auslenkungen 94,95 < 1 und damit
kleine Geschwindigkeiten 9 4,9 5.

Fur gleiche Stangen und Massen vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen:

2mi?9 4 + mi*dp cos(¥a —Vp) + leﬁzB sin(9a —Vp) +2mglasindy, = 0
mi*9p + mi*0 4 cos(94 — 0p) — mi>0% sin(4 — Ip) + mpglpsindg = 0

fir ¥4,9p < 1 qilt:

sinﬁA/B = 19A/B
cos(Ua —vp) = 1
94 sin(0a — ) = V404 —098)~0
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Damit reduzieren sich die BWGLn:

2ml?9 4 + mi*9p + 2mglda
mi?9p +mi*94 + mgldp =

1.f) Lose die Bewegungsgleichungen mit dem Ansatz

94 = Cae™" Ip = Cpe™!

() = (& )e
Ip B
J Ce

In Vektorschreibweise:

QA

wt

Die Ableitungen davon sind:

= jwCe™?

— é’eiwt

SYERSR
|

Die BWGLnNn kann man auch als

2mi2  mi? Ja + 2mgl 0 Ja I
ml?  mi? Ip 0 mgl 9B -
& —w?ml 20 7t 4 ml 29 0 Cet = 0
I 1 0 g
2lw? — 2g lw? 5 -
( lw? w?—g ) c =0

in Vektorieller Form schreiben. Fur 5# 0 verschwindet diese Gleichung nur wenn die De-
terminante der Matrix Null ist:

2lw? — 29 lw? - 0
lw? Ww?—g | —
& 2(lw? — g)* — (Iw?)? = 0
Pw* —4lw*g+29° = 0
Diese quadratische Gleichung hat die Lésung
S - 4lg 4 \/1612g% — 8[2 g2
N 212
_ Alg+2glV2
N 212
- (2+v2)?
1.g) Bestimme die Abhangigkeit zwischen C4 und Cp
Dazu setzt man w? in eine der BWGLn ein:
mi?0p +mi*94 + mgldp = 0
—w?ml?Cpe™t — w?mi?Cae™! + mglCpe™t = 0

—(21\/5)§ch—(2¢\/§)§ch+ch - 0
—(1i\/§)03—(2i\/§)6,4 -0
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negatives Vorzeichen:

Cg = —%CA = V20, = die Penddl schwingenin gleicher Richtung
positives Vorzeichen:
Cpg = —MCA = —V2Ca = die Pendel schwingen in entgegengesetzt
1++2
Aufgabe 2

3P
Hantel Il

Zwei gleich schwere Massen m sind durch eine (mas-
senlose) Stange der Lange 2a miteinenander verbun-
den. Diese Hantel befindet sich in einem Gravitations-
potential U = —~7* mit dem Zentrum in Z. » Um die
Rechnung zu vereinfachen, kann davon ausgegangen
werden, dass sich die beiden Massenpunkte nur in ei-
ner Ebene, in der auch Z und der Schwerpunkt liegen,
bewegen kdnnen.

2.a) Formuliere die Zwangsbedingungen und fiihre geeignete Koordinaten ein.
Zwangsbedingungen:

21 =20 = 0 (ebene Bewegung)
(2 —21)2 + (2 —1)? = 4d® (konstanter Abstand)

Das sind drei (holonom-skeleronome) Zwangsbedingungen; es bleiben also drei Freiheits-
grade, die durch den Ortsvektor ¥ des Schwerpunkts in Polarkoordinaten (r,¢) und den
Rotationswinkel ¢ der Stange dargestellt werden.

2.b) Stelle die LAGRANGEfunktion auf und leite die Bewegungsgleichungen her.

Die kinetische Energie setzt sich aus der Bewegung des Schwerpunkts und Eigendrehung
zusammen:

T = Ts+Tg
1 .
Ts = 5 2mi
= mi? +mr’y?
T. — 9 1 .2
E = 2ma
= ma® + ma?é?
A 2
= ma? (gb — 19)
(Benutze die Ausdiicke fiir die kinetische Energie in Polarkoordinaten.)
Die Potentielle Energie (Coulombpotential) ist in den gewahlten Koordinaten nicht so ein-

fach auszudriicken:
1 1
T1 T2
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mit

rno o= |[F—d = V12 + a? — 2ar cosV
ry = |F+d = \/r2+a2+2arcos19
SV = —my(r® +a® - 2ar (30519)71/2 —my (r* + a* + 2ar cosz9)71/2
Lagrangefunktion:
L = T-V

1/

N 2 _ _
= mi* +mr?¢? + ma® (gb — 19) + my (r2 + a? — 2ar cos 19) >4 my (r2 + a® + 2ar cos 19) ik

Bewegungsgleichung fir r:

d oL i
—— = 2mi
dt or
oL 1 _
5 = 2mrp? — 5y (r* + a® — 2ar cos?) 82 (2r — 2a cos )
r
1 2, 2 —3/2
—5mY (r* 4 a® 4 2ar cos V) (2r 4 2a cos V)
5 .9 r —a cos? r+ a cost
= 2mr¢e® —my — my
(r?2 + a? — 2ar cos 19)3/2 (r2 + a® + 2ar cos 19)3/2
. .2 r—a cost r+a cosv
=>Tr = T’ —my

—my
(r?2 + a? — 2ar cos 19)3/2 (r2 + a? + 2ar cos 19)3/2

Bewegungsgleichung fir ¢:

oL
= — 0
dp
doc . . o ln B
éaa—(p = 2mr°p+2ma ((p—ﬁ) =0
= o ist zyklisch!
Dy = g—i = 2mr?¢ + 2ma® (gb—19) = const.

Bewegungsgleichung fur ¥:

d oL -
498 2("—0)
. ma® (@
1 - 1 -
?)_g = —5m (r2 +a? — 2ar cos 19) 32 9ar sind + 3y (7’2 + a2 + 2ar cos 19) 32 9ur sin®
ar sin?d n ar sin?d
= —mry mry
(r2 4 a2 — 2ar cos 9)*/? (r2 + a2 + 2ar cos9)*/?
L = sb—i—l sin 9 B sin 9
2a \ (r2 + a2 + 2ar cos®)¥? (12 + a2 — 2ar cos¥)>/?

2.c) Definiere Eigen-, Bahn- und Gesamtdrehimpuls. Welche dieser GréRen sind konstant und
warum?
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Der Bahndrehimpuls ist der Drehimpuls des Schwerpunkts beziglich des Ursprungs:

LB = 7X 2mF
T COS T oS — T sing
= 7 sin X2m | 7 sinp+ry cose
0 0

>p) .

= 2m (TT" cos @ sin @ + 1r2¢ cos? ¢ — 7 sin @ cos @ + 12 sin
= 2mrlge,
Der Eigendrehimpuls ist der Drehimpuls der Massen beztiglich des Schwerpunktes:

=

Lg = 2-@xmd
a cos —ad sin o
= 2m a sin a X ad cos
0 0

= 2m (a2d cosa + a’d& cos a) e,
= 2ma® ((p — 19) €,

Der Gesamtdrehimpuls ist die Summe der beiden:

L = EB + EE
—  2mr2$E, + 2ma? (¢> - 19) g,
= pnpgz
= E = const.

Der Gesamtdrehimpuls ist konstant, da ¢ eine zyklische Variable ist.

2.d) Entwickle die LAGRANGEgIleichungen nach Potenzen von a/r bis zur 2. Ordnung.
Es ist die TAYLORentwicklung

- 1
(1+z) 2= 1—gx+§5x2—%:c3+...
entscheidend.
Betrachte
o1 = \/r2+a2j:2arcos19
22
= 7“\/1+a—2:|:—acos19
r T
1 1 a? 2@ *3/2
=g = m(ir R )
1 3(a® 2a 15 (a* | 4d® 4a®
= r—3{1—5<r—2:l:7cosz9)+§<T—4:I:r—300s19+r—2cos 19)
35 (a® | 6a° 12¢ 5, 8%
16 (T_Gir—SCOS§+ o cos 19:tr—3cos 19>+,,,}
1 273 15 3/ 15 35
= r_3(1:F%3COS§+;L_2<_§+7‘303219>+i—3<i7cosﬂ$7cos319))
1 3 a? 5 a3
= r—3(1?3%00519—1-5?—2(5608219—1)ig%(iicosﬁ—?cos?’z?))
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Die Bewegungsgleichungen fir r sind damit

3 - 3

r4+acostd r—a 60519)
T3 51

Po= T¢2+m7<

3

Q

7“3
2 a? a? a?

_ 22 L2 L2 2 4

= r¢* —my <r_2+37°_4 (5 cos 19—1) —6T—4005 19+5r—6 (3 cos”“ v — 7 cos 19)>

= rg? 2 3% (3ot — 1)+ 5% cos? 9 (3— 7 cos?

= 1T —my r_2+ r_4( cos“ v — )—i— T—Gcos, ( — 7 cos )
Die Bewegungsgleichungen fir ¢ bleiben unveréndert:

Pp+a(p-0) = 0

Die Bewegungsgleichungen fiir ¥ sind:

J - gb—l—ﬁ(Sinﬁ—Sinﬁ)

3 3

2a 5 Ty
LA (R P L (3 cos ) — 7 cos® ¥)
~ — —6— cos — (3 cos¥ — 7 cos
2a 13 r 73

3 5va?
gb—%sinm?—i— ;(; sin219(3—7(305219)

2.e) Zeige, dass fur a/r < 1 die Bahnbewegung von der Eigendrehbewegung (n&herungsweise)
entkoppelt.

Fir a/r — 0 vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen zu:

2
ré? — 7”’;07

Q

P

r

Q

r2¢ 0
. 3
9 =~ p— % sin 29

die Gleichungen fir # und ¢ enthalten keine Abhéangigkeiten von ¢ mehr. Die Bahnbe-
wegung (chrakterisiert durch r und ¢) ist deshalb unabhangig von der Eigendrehung (¥).
Andererseits ist die Eigendrehung nicht von der Bahnbewegung unabhéngig.
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Aufgabe 3

Fliehkraftregler

Ein Fliehkraftregler ist ein mechanisches Instrument,
das in vielen technischen Anwendungen eingesetzt wur-
de (wird). Die Arbeitsweise beruht darauf, dass sich bei
der Rotation von zwei Massen an gelenkig befestigten
Stangen eine von der Rotationsgeschwindigkeit abhan-
gige Gleichgewichtsposition einstellt. Mittels geeigne-
ter Vorrichtungen, die auf diese Positionen ansprechen,
kann man in Abhangigkeit von der Rotationsgeschwin-
digkeit die Arbeitsweise von Maschinen regulieren.

Zwei (gewichtslose, starre) Stangen der Lange a sind
an einem vertikalen, uniform rotierenden Stab gelen-
kig befestigt. Sie liegen in einer Ebene. Am Ende jeder
Stange sitzt eine Fliehmasse m 4 = mp = m. Gelenkig
verbunden sind zwei weitere Stangen der Lange a, die

an einem Reiter mit der Masse mp befestigt sind. Der Reiter kann sich (reibungsfrei) entlang der
Vertikalen (e,) bewegen. Alle drei Massen werden als punktférmig behandelt. Das ganze Sys-
tem dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Vertikale, die Massen sind der einfachen

Gravitation ge, ausgesetzt.

3.a) Zeige, dass das System nur einen Freiheitsgrad hat.

Wahle den Aufhangepunkt als Ursprung. Die Fliehmasse A hat die ZBs:

Arithod = 0
y—A—tanwt = 0
TA

Die andere Fliehmasse B steht immer gegentber von A:

za+2xp = 0
ya+yp = 0
za—z2 = 0

Der Reiter kann sich nur auf der Achse bewegen

g = yr = 0

und schrankt die Bewegung der Fliehmassen ein:

(zap—2r) +Wan—yr) + (zap—2r)°—a> = 0

Damit hat man 8 Zwangsbedingungen und 9-8=1 Freiheitsgrad.

3.b) Welche generalisierten Koordinaten kdnnten geeignet sein?

Der Winkel ¢ und die z-Koordinate zr des Reiters wéaren gute generalisierten Koordina-
ten, da sich das System damit eindeutig beschreiben lasst. (Der aktuelle Ratationswinkel
wird durch wt vorgegeben.) Eventell kbnnte man auch den Abstand einer Fliehmasse zur

Drehachse nehmen.

3.c) Stelle die kartesischen Koordinaten der Massenpunkte und ihre Ableitungen in Abhangig-
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keit von ¢ auf.

ra = asind coswt Ta = —ad cos ¥ coswt — aw sin ¥ sin wt
ya = asind sinwt g4 = —adcosV sinwt + awsin® coswt
za = acos? ZA = ad sin ¥

rg = —asind coswt g = ad cos V) coswt + aw sin 9 sin wt
yp = —asind sinwt g = adcos? sinwt — awsind coswt
zg = acost g = ad sin ¥

rRr = 0 iR = 0

yr = 0 yr = 0

zr = 2acost (p = 2adsind

3.d) Stelle die LAGRANGEfunktion mit ¢ als generalisierte Koordinate auf.

kinetische Energie:

1 1 1 1
T = Emvi—i-imv%—l—ng% = mvi—l—gMz‘]Q%

verwendet man die kinetische Energie in Kugelkoordinaten
T = %72 (192 + »? sin? 19)

von ,Krummlinige Koordinatensysteme* (Blatt 7) erhalt man fiir die kinetische Energie:

T = ma? (192 + w?sin? 19) + 2Ma?9? sin® 9
potentielle Einergie:
U = mgza+mgzp+ Mgzgr
= 2mgacost + Mg2a cost
= 2(m+ M)gacosv
LAGRANGEfunktion:
L = T-U
= ma® (192 + w?sin? 19) + 2Ma*9? sin? 9 — 2(m + M)ga cos ¥
oder mit
. 292 gin2 9
ma? (192 + w?sin? 19) = % + ma’w? sin® ¥
sin” o
m,é]%i

2,2 2
= —-——+4 1- J
(1= cos? 1) ma“w*(1 — cos® V)

32 2
R gt (1_Z_Rz>
1(1- %) 4a

2,952
- a“mzp m o 2 2
= 74@2_Z]2% +Zw (4(1 _ZR)

kann mann die Lagrangegleichung auch in abhangigkeit von zx darstellen:

2
a=m 2 2

. M . m
L = mz}%—k?zR—i—sz(éLaQ—z%)—(m—i—M)ng
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3.e) Bestimme die Gleichgewichtssituationen, die bei der uniformen Drehung auftreten kénnen.
Im Gleichgewicht andert sich die Position des Fliehkraftreglers nicht: 4 = 0

= Lo = ma’w? sin? 9 — 2(m 4+ M)ga cosd

Fur die ,Bewegungs“gleichung braucht man nur

O0Lca - 0
oY N
ma*w?2sind cosd — 2(m + M)gasind = 0
M
< costd) = u
maw
zu betrachten. zy ist dabei
Zzr = 2acos?
_ 2(m+ M)g

n mw?

3.f) Bestimme die Bewegungsgleichung des Fliekraftreglers.

d oL d . d ,
—— = —2ma®9 + —4Ma*9¥sin? ¥
at 90 o7 ma“v + 7 a“v sin
= 2ma®d + 4AMa? ({9' sin? 9 + 922 sin 9 cos 19)
= 2(m+ 2Msin® ) a®J + 8Ma*¥*sin v cos ¥
oL

59 = maw?2sind cos ¥ 4+ 2M a*9?2sin v cos ¥ — 2(m + M)ga sin

2 (mw2 + 2M192) sinv cos ¥ — 2(m + M)gasind
Die Bewegungsgleichung ist damit:
2 (m + M sin? 19) a9 + 8Ma*9? sin ¥ cos ) — (4M192 + 2mw2) sinv cos ¥ + 2(m + M)gasinv
& 2a* (m+ Msin?9) 9 + (4M192 - 2mw2) sinv cos ¥ + 2(m + M)gasind
oder in Abh. von zg (laut Dreizler und Lidde):

2ma? 2ma?zgp m
M—|—7>2R 2 —wliig—(m+M)g = 0
( da® — 2% (4a? — Z%)Q "

2
3.9) Untersuche die Bewegung des Fliehkraftreglers fiir kleine Auslenkungen zg = 2o + 6z aus
dem Gleichgewicht:

5"+ mwQ(zo +dz)—(m+M)g = 0

2ma’ ) it 2ma’zgp
(402 — (20 4 62)2)° 2

(M T (2 + 022
Vernachlassigt man die Terme héherer Ordnung (5'22 ~ 0 und (29 + §2)? = 23), erhalt man:

2ma
M+ ——-
( + 4a? — zg

2 . m
>6z+5w2(zo+6z) —(m+M)g = 0
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Der Gleichgewichtspunkt ist:

2ma* - m 5, 2(m+ M)g
2
. mw
0z + yr—
2M + 4a72n—az2

Das ist eine Schwingungsbewegung mit der Frequenz

2 (4g2 — 22
wo:\/ mw? (4a? — z§)

2M (4a? — 23) + 4ma?
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