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V.3 Starre Korper
V.4 Gekoppelte Oszillatoren

VI. Hamilton Mechanik
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1.2 Bemerkungen zum Wesen der Theoretischen
Physik

Aufgaben der TP:

Formulierung, Analyse und Anwendung mathematischer Gesetze und Modelle
zur Beschreibung physikalischer Phénomene und Prozesse (Mathematik ist die
Sprache der Physik)

Werkzeuge der TP: Mathematik, Computer

Ziele und Nutzen der TP:
e Herausarbeiten weniger "roter Faden” durch das Gebdude der Physik
e Auffinden allgemeiner Grundprinzipien
e Uberpriifung und Interpretation empirischer Daten
"Kanon der TP”:
e Klassische Mechanik — ”Teilchen” (’Massenpunkte’)
e Klassische Elektrodynamik — ”Felder” (Wellen)
e Quantenmechanik — bewdéltigt Dualismus Welle-Teilchen

e Statistische Mechanik /Thermodynamik — Beschreibung von ” Makrophéno-
menen” (typischerweise mit 10?3 Teilchen)

1.3 Vorbemerkung zur Klassischen Mechanik

Definition:

"Mechanik ist die Lehre von der Bewegung materieller Gegenstinde im Raum
und den diese beherrschenden Gesetzméfigkeiten” [3]

Analyse:

(i) Materielle Gegenstinde — mit (tridger) Masse ausgestattete Objekte
Massenpunkte < Punktformige Teilchen mit Masse

(ii) Bewegung im Raum: erfordert Klirung der Begriffe Raum + Zeit
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Eigenschaften des Raums: (im Rahmen der Kl. Mechanik)

— drei-dimensional

— allseitig unbegrenzt

— enthélt Punkte, Geraden, Ebenen
— Parallelenaxiom

— homogen + isotrop

— dreidimensionaler Euklidischer Raum
— kartesische Koordinatensysteme definierbar

z
A ﬁ
"y y
X X
Rechtssystem Linkssystem

Abbildung 1.1: Kartesisches Rechts- / Linkssystem

— Beschreibung von Gegebenheiten im Raum — Vektorrechnung im 3

Eigenschaften der Zeit:

— homogener Parameter
— Bewegung im Raum wird beschrieben durch:

— Bahnkurve (Trajektorie) r(t)

— Geschwindigkeit v(t) = Lr(t) = (t)

— Beschleunigung a(t) = £v(t) = v(t) = ¥(t)

= 'Kinematik’: mathematische Beschreibung von Bewegungen ohne Beriick-
sichtigung der verursachenden Kréfte
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Erweiterungen des Raumbegriffs:

— Sperzielle Relativitatstheorie — 4-dim. (Raumzeit) ” Minkowski” Raum
— Allgemeine Relativitétstheorie — (lokal) gekriimmte Raume
— Quantenmechanik — oo-dim. Hilbert-Raum
(ili) GesetzméBigkeiten — ”Dynamik”:
Was bewirkt die Bewegung von Objekten?

— Newton’sche Axiome (Kraftbegriff)
— insbesondere Bewegungsgleichung (BWGI) F =m - a

DGL+AB
F — a=% 2 r@)

— weitere Grundbegriffe (Impuls, Drehimpuls, Arbeit, Energie,...)

Dariiber hinaus:

— Alternative (dquivalente) Formulierungen der KM (”Lagrange”, ”Ha-
milton”)

— beruhen auf iibergeordnetem ” Wirkungsprinzip” (jenseits der KM giiltig)
— ebnen den Weg zur QM

— sind (teilweise) flexibler in der Handhabung und praktischen Anwen-
dung
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Newton’sche Mechanik

2.1 Die Newton’schen Axiome (1687)

Axiom: Keines Beweises bediirfender Grundsatz; Naheres: [3], Kap. 3.1

Lex prima: 7 Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichférmi-
gen, geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen
wird, seine Zustand zu dndern.”

Lex secunda: ”Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegen-
den Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,
nach welcher die Kraft wirkt.”

Lex tertia: "Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkun-
gen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und entgegengesetzter Richtung.”
(actio = reactio)

Lex quarta: Krifte addieren sich wie Vektoren (Kréfteparallelogramm)

Definition: Impuls (”Bewegungsgrofie” ); Niheres zu Newton’s Formulierung der
Grundprinzipien: [3], Kap. 3.2; [6], §1

pi=m-v
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2.1.1 Analyse des 1. Axioms: Inertialsystem (IS) und Galilei-
Transformation (GT)

”Galilei’sches Triagheitsprinzip”

falls F = 0 — p = konst.

S,
Sl R(t) = rrel + Vrelt
gleichformig, geradlinige Relativ-
r, Vet bewegung zwischen den beiden
* » > Bezugssystemen S,, S,
R
e

Beschreibung eines MPs aus Sicht von S; und Ss:

r,(t) = R(®) + 1r,(t)

= l‘rel vttt r2(t)

rel
Vi(t) =V, T V,(D)

a,(t) = a(t)

Inertialsystem <= Bezugssystem, in dem sich ein kraftefreier Korper ge-
radlinig, gleichférmig bewegt. Falls F =0 — a; = a3 =0

Galilei-Transformation <= (r1,t,) — (r2,t2)
mit ro =17 —Irpg — Vogt und t =%t =1

(Niheres: Ubung 1.4)
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2.1.2 Analyse des 2. Axioms: Grundlegende BWGI gilt
im IS

falls h =0 —

m # 0: z.B. klassisches Raketenproblem, spezielle Relativitétstheorie
Folgerung:
(i) 0=F =p= p = konst. — 1. Axiom
(ii) "Forminvarianz’ der BWGI unter GTs S; : ma; = F; = mas = Fy 1 S5

Beispiel: senkrechter Wurf aus fahrendem Zug (vz,, = konst.)

Sl &% SQ I
2.1.3 Analyse des 3. Axioms: actio = reactio

Fi, : Kraft von Teilchen 1 auf Teilchen 2

Fi; = —-Fy
Fy; : Kraft von Teilchen 2 auf Teilchen 1
2. Axziom
mia; = Fo1 = —F13 = —mpay
mq ts b)) (05} . .. .
— — = u = - —— definiertem Massenverhaltnis
my  la)| @

— absolute Skala wird durch Festlegung der Standardmasse [m| = 1kg ein-
gefiihrt

— ’trige Masse’: (skalares) MafB fiir den Widerstand gegen Bewegungséinde-
rung

— Kraft: abgeleitete GroBe (nach Newton II) [F] = 1 ki—'zm =1N
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Moégliche Situationen:

a) b)

P N
|
2'11

>y >y

Abbildung 2.1: Die Kraftvektoren kénnen auf einer gemeinsamen Geraden liegen
oder parallel zu einander sein, miissen aber in unterschiedliche Richtung zeigen

e 3. Axiom erfiillt fiir Gravitations- und Coulombwechselwirkung

e Dariiber hinaus gilt es i.a. nur in modifizierter Form [5], Kap. 3.1.6

2.1.4 Abschlielende Diskussion
(i) Physikalischer Ursprung von Kréften wird in KM nicht behandelt

(ii) Grundproblem der KM: Lsg. der gew6hnlichen DGI 2. Ordnung
mi(t) = F(r,,t) (+ AB’s) (Analytische Losungsverfahren sind nur fiir

Spezialfille bekannt, ein numerisches Losungsverfahren gibt es in [1] KM,
Kap. 2.3)

(iii) Erhaltungssitze folgen als Konsequenz der Axiome
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2.2 Grundbegriffe und Erhaltungssitze

2.2.1 Impuls

a) Einfachste Situation: ein kréftefreier MP:

F=0 = p=konst. =m-vy Impulserhaltung

r(t)=ro+v-t geradlinig, gleichformige Bewegung
b) System von N MPs:
— ’innere Kraft’ f;: Wechselwirkung zwischen zwei MPs
(Kraft von k auf i)
— ’duflere Kraft’ F;: duBlerer Einflufl auf den i-ten MP

— "Abgeschlossenes System’: Keine dufleren Kréfte
(F; =0 fiiri = 1,..., N)

— "Offenes System”: F; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {1,..., N}

— Gesamtmasse: M = SN m;

— Position des 'Schwerpunktes’ (SP) (auch Massenmittelpunkt):
R= 2L mir

— SP-Geschwindigkeit: V = R = % Zfil m; - v;

— SP (Gesamt-) Tmpuls: P =M -V =N m;-v; =3V p;

— Position eines MPs bzgl. SP: r/; =r; — R

>y
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< BWGAI fiir k-ten MP:

N
P = Fot > fu
=1

beachte : fzk = _sz‘ — fkk =0
N N N
—  Yho- YReYn
k=1 k=1 i,k=1
I I I
P = Fuut O

”Impulssatz / SP-Satz”

Der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse in ihm vereinigt
wére und alle &uleren Kréfte an ihm angreifen wiirden.

falls Fort =0 — P=0 — P =konst.
Impulserhaltung (gilt in abgeschlossenen Systemen)

In einem abgeschlossenen System kann man von einem ’raumfesten’ IS durch
eine GT in das (inertiale) 'SP-System’ ibergehen

2.2.2 Drehimpuls
a) ein MP:
Definition: Drehimpuls (= Moment des Impulses)
l=rxp=m(rxv)

ll=1l=r-p-sinvy

Abbildung 2.2: Im linken Bild zeigt der Drehimpulsvektor aus dem Bald heraus,
im rechten Bild hinein
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Bsp. 1: geradlinig gleichformige Bewegung

S: r(t)y=r,+vgt
1(t) = m((r, x vp) + (v X Vy)t)
=m(r, X v,) = konst.

S": r't)=r', +vgt
r',=av,
— I'()=0
o
>y

Abbildung 2.3: Bewegung von S transformiert in S’

Bsp. 2: Uniforme Kreisbewegung (w = konst.)

S4 S: 1=mRwe,
g = konst.
(R=[r|)

S 1I'#0

N

-
N

(s. Ubung 0.1)

Abbildung 2.4: Uniforme Kreisbewegung

Bemerkung: Vollsténdige Angabe von 1 verlangt Festlegung des Bezugs-
punktes fiir die Momentbildung (gilt fiir jedes Moment eines Vektors)
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St i:%(rxp):m(vxv)—l—rxp:er

Definition: Drehmoment M =r x F

i=M Drehimpulssatz

falls, M =0 = 1=0, 1= konst. Drehimpulserhaltung

M=0 falls (i) F=0
(i) F =Fe, : Zentralkraft F | r
Zwei Aspekte der Drehimpulserhaltung:

(i) Erhaltung der Richtung — ebene Bewegung

(ii) Erhaltung des Betrages:
<

%|r(t) « et + Ab)|

Q

r(t+ At) AA AA

- %|r(t) x [r(t + At) —r(t)]|
r(t) AA

1 r(t 4+ At) — r(t)
A = allr®x Al I
At—0 1
— = —|rxv]|
2

. 1
A = é(rxv)
1

2m
(als Richtung wird die Flédchennormale festgelegt)

’Flachengeschwindigkeit’

|A| = konst. — Flichensatz
(" Gleiche Zeiten, gleiche Flachen”)
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b) System von N MPs:

Definition: Gesamtdrehimpuls

L(t) = > Lft)
= > (rk(t) x pr(1))

k

— L = Z(I‘k Xf)k)

k
N N
= Z(I‘k X Fk) + Z (I‘k X fzk)
k=1 ik=1
1
NR: Z(I‘k x fix) = Z(I‘z x fii) = 52 {(I‘k X fir) + (r; x sz)}
ik ik ik

= %Z {(rk X i) — (r; ¥ fzk)}
i,k

_ %Z {(rp—1;) x £} =0, falls
i,k
fie = fir-(rp—1y)

(fix zeigt in Richtung von (ry — r;); vgl. Skizze auf Seite 8)

Gesamtdrehmoment M = Z(rk x Fy) = Z M,
k k

L=M Drehimpulserhaltung
L=0
falls M =0 Drehimpulserhaltung
L = konst.

(gilt in abgeschlossenen Systemen)



KAPITEL 2. NEWTON'SCHE MECHANIK 14

Drehimpuls + Schwerpunkt: (vgl. Skizze Seite 9)

rk:r'k+R

— L

I

ka{(r’k +R)x (Vi +V)}

ka RXV (R—I—Vk) (’ka)—i—(r’kxv’k)

%M(RXV)—RXP:LSP
ka re — kark—MR = MR- MR =

dthkrk—O

wobel LSP =R x P, L' = Zl’k = ka(r’k X V/k)

= Z{(R—i—r’k) X Fk}
k
= Rx ) Fr+ > (s xF) =R x Feyy + Moy
k

k
= MSP + M/ext

Wegen Lgp=MRxV)=RxP

Drehimpulssatz

Lsp = Mgp

]:, = M/ext

LSP + Leact = MSP + Mext

SPE R X Fo. = Mgp  folgt

Drehimpulssatz fiir SP

Drehimpulssatz fiir Teilchensystem bzgl. SP

(hat die selbe Form wie der urspriingliche Drehimpulssatz, obwohl das SP-
System i.a. kein Inertialsystem ist)
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2.3 Arbeit und Energie
a) Ein MP:

Definition: Sei r(¢) die in [ty, t] durchlaufene Bahn

A= / tF(r(t’), v(t'), t')-v(t') dt'  Arbeit

to

Falls Kraft ”Vektorfeld” F = F(r) ist: [4], Kap. 4.2

Arbeit ist ein Kurvenintegral

r(t)

A=/ F(r)dr
AL

v(t') dt' = dr
r(t,)

Diskussion:

(i) Falls F = konst. und Weg geradlinig — A =F -r
(i) A=0falls F L r

Beispiel 1: Anheben einer Masse m L zur Aquipotentialfliche des
Schwerefeldes — A =0 bei v =0

Beispiel 2: Uniforme Kreisbewegung

r = (R-coswt, R-sinwt)
v = (—R-w-sinwt, R-w-coswt)
a = (—R-w? coswt, —R-w? sinwt)
= —w2 T
—m-a = F(r)
= —m-Wwr

— F-v=0 <— Flv = A=0
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(i) ”Arbeit” [A] = 157 = 1Nm = 1Joule

(iv) Pri=2 =4 [FF(x(t),v(t'),t)) - v(t')dt' = F(x(t),v(t),t) - v(t)

"Leistung” [P] = 1£ = 1Watt

to

< A = /tF(r(t’),v(t’),t’) v(t) dt’
= m/ v(t')-v(t) dt’

t
to

= 5~ (P’(t) = p’(t0))
Definition: kinetische Energie
m p?
T=—v"=-—2>0
2 2m

—  T(t)=Ty(t)+ Aty — t) | A-T-Relation’

Definition: konservatives Kraftfeld
F(r) := —VU(r)
= F(r') dt' = /F(r') dr’
K2

K1
<:>7{ F')de = 0
K

/Bgsl/ F(r') dr' = —/ VU(r') dr'
K1 K1
:—/ AU = Ulry) = Ur)
To
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Riickweg wird gezeigt unter der Zuhilfenahme des Mittelwertsatzes. Aufler-
dem folgt:
rot F =V xF =0

Riickweg wir gezeigt mit dem Integralsatz von Stokes:

/(V x F) dA = f F dr [Liicke, Kap. 4.3]
s K

Konservatives Kraftfeld:

F=-VU <— VxF=0
(i N\ (i
F

(r)-dr < J(I{F-dr—()
K

Ur) = —/ F(r') - dr "potentielle Energie”

r—oo

Ubliche Festlegung der unbestimmten Konstanten durch U(r) —=> 0

— A=U0)-UQ2) = T(2)-T(1)
— T +U1) = T2)+U(2)

E =T+ U = konst. Energieerhaltung

Allgemeine Situation:

F = Fkonservativ +Fdissipativ
V x F = VxFu # 0

< Newton II:
m - \" = _VU<r) + Fdiss
Foss = m-v-v+VU- v
d/m ,
= P = (204 U())
d dFE
T (T + U> = Faiss - v "allg. Energiesatz”

L . _ dA iss — —
Definition: Agiss = f Fie-vdt — el Fuiss - v = Piss
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b) System von N MPs:
Ausgangspunkt: BWGI fiir k-ten MP: p, = Fy + Zfil fix

Einschrankungen:

(i) Fr = Fi(ry) = —Vi - Uk(ry) (8uBere Krifte sind konservativ)
(i) fix = fir(r; — ri) = fii(ry — r;) (héngen nur jeweils von (r; — ry) ab)

(i) Vi x fir = V; x fi; = 0 (sind konservativ)

—  f = —ViVie(r; —rp), £y = —ViVii(ry — 15)

Konservative innere Kréfte zwischen zwei MPs kénnen auf ein gemeinsames
Potential zuriickgefiihrt werden (d.h Vi = Vi)

ViVie = =V Vi ”zwel Teilchen WW?”
< pr = Fp+ Z fir
— Y fg(ri—1) v = ka"'fk'Vk—ZFkrk'Vk
k
RS : - ZmV—I—ZVUV dr"f
: th BV} kU (Vi

_ %;(%v%—l—%(rk(ﬂ))
= iZ<Tk+Uk) - %(T+U)
LS : = _Z<”€ i — Tk) Vk"‘fk;i(rk_ri)'vi)
= §Z<fik'vk_fik'vi)
i#k
= %Zfik'(vk_vi)

i#k
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Angewandte Transformation : r; := r; —rg
Vi = Vi — Vg
ViVie(ri —15) = ViVie(ri) = —Vi Vi
— zk(rzk) = —Vkvik(rik) = Vz‘kVik(I‘ik)
1
— RS = 73 Zfik(rik> " Vig
ik
1 dI'Z'
= —5 Zvikvik(rik) : dtk
itk
d1
= —Eg Z Vik (rik(t))
itk
d
— _EV
d
— dt (T +U+ V) =0 — Energieerhaltung

T+ U + V = konst.

Die Betrdge der ges. Energie E:

— T =", Tj: kinetische Energie des Teilchensystems
— U =), Uy: potentielle Energie aufgrund duflerer Krifte
- V= % Z#k Vit = > iy Vie: ‘interne’” WW-Energie

Beispiele:

Via

N=2. V = =y

(Vlz + V21)

N

Il
w
<
Il

(V12+V13+V23+V21+V31+V52)
= Vig+ Vig+ Vg

= > Vi

i<k

N~ N =




Kapitel 3

Anwendungen I

3.1 Elementare Bewegungsprobleme

3.1.1 Eindimensionale Probleme (F =T+ U =

a) Qualitative Vorbemerkung:

konst.)

U(x)
A
ES
U,
4
U,
' ; \ a X b, >
a, a, a, a, asb,) g
EZ
Umin El

Abbildung 3.1: Potential

20
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(i) E < Upin : nicht moglich
(ii) Fy = Upn : ruhender MP bei x = 2,

(i) Upin < E2 < 0 : gebundene (finite) Bewegung in [a4, b/ ]
t(ar) = v(ay) = v(by) = @(by) =0; ay,b; Umkehrpunkte

(iv) 0 < B3 < U; : ungebundene (infinite) Bewegung entweder in (—o00, as]
oder in [by, 00)

(v) Uy < Ey < U, : finite Bewegung in [as, bs] oder infinite in (—oo, as]
oder [bs, c0)

(Vi) Upaz < Es : infinite Bewegung in (—o0, 00)

Eine Analoge Diskussion ist moglich im dreidimensionalen Raum im Falle
eines Zentralkraftproblems

b) Quantitative Vorbemerkung:

E=T+U « ()= 2E=0@) _mU(x))
. dr_, PE-UW)
dt m

Losung der DGI durch ’Variablentrennung’:
d
e K
[ 2(E-U(z))
= t=d/ = / E Uz ﬁdx—l—k‘onst.:t(:r)

— Umkehrung liefert z(t

— Energiesatz = 1. Integral der BWGI

c) Mathematische Vorbemerkung zur gewohnlichen DGI:
Siehe dazu [4], Kap.5; [1], Kap. 3.2, Anhang C.3; [5], Mathematische Ergénzun-
gen (CD), Kap. 2 und 6

(i) Hinreichende Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen: < & = f(z, 1)
gewohnliche DGI 1. Ordnung (explizit)

Falls f stetig (partiell) differenzierbar ist, so existiert (fiir jedes Paar
von Anfangswerten (xg,ty)) eine eindeutige Losung der DGI., d.h.

Ja(t): = f(x(t),t) mit z(tg) = o
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(ii) Analoges gilt fiir DGI-Systeme:

jfl = fl(xlw"axnat)
i’g = fQ(ZL‘l,...,fL’n,t)
i'n = fn(xla'-'vznat)

(iii) Eine DGI n-ter Ordnung kann man auf ein System von DGI’s 1. Ord-
nung zuriickfithren, insbesondere:

&= f(zx,2,t) = & = v

f(z,v,t)

(iv) Systematische Losungsmethoden sind nur fiir spezielle Typen von DGI’s
bekannt (insb. lineare DGI’s mit konstanten Koeffizienten))

d) Bewegung im homogenen Schwerefeld (der Erde):

g = R2
/TQ = 9,81% (Gravitationsbeschleunigung)

(Werte Siehe Kapitel 5)

Frage 1: Wie kommt man vom allg. Gravitationsgesetz zum homogenen
Schwerefeld der Erde?

Frage 2: Triage und Schwere Masse
— empirisch: m = m* (mit Messgenauigkeit 27 = m=m" < 1(~10)

— theoretisch: m = m* Ist eine Grundannahme der Allgemeinen Re-
lativitatstheorie (Aquivalenzprinzip: Gravitationskréfte sind dquivalent zu
Trégheitskréften)
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Exkurs zu Frage 1: Ausgangspunkt: Newton’s Gravitationsgesetz

mime
Fyy = —y——5(r1—13) = -Fpp
= r2!3< )
g = I — T2

(zur Veranschaulichung siehe hierzu Abbildung 2.1)

VixFy=VxF;=0

— potentielle Energie:

mym
U(I‘l - 1‘2) =Upp=Uy = —7#
’rl — I
(Priife: V Uy = —Fy = Fi9 = —VU))
A
m
[ )
r o _%9o
L Y L4
r;

Schritte:

— Potentielle Energie des MPs m aufgrund der diskreten Massenvertei-
lung (my, ..., my)
m;
|

U(r) = —’ymZ—

Ir —r;

— Potentielle Energie aufgrund kontinuierlicher Massenverteilung



KAPITEL 3. ANWENDUNGEN I

Am.

v

Am,HO

m; =Am; = p(r;)AV;

— M = / d3 /
— _,ym/ d3 !
!I‘—r’l

— Annahme: homogene Massenverteilung p(r’) = pg
Auswertung des Integrals:

&' = r? dr'sin® dO' d¢’
r = (0,0,2)

d3r’
—Ur) = —”ympo/ VT2 £ 172 — 2r1' cos ©

= —ympo /RE dr'r" /7r sin &' dO
0 0o Vr2 41?2 —2rr' cos®

1. Substitution:

r = cos® ; z(0) =1
dr = —sin® dO’; z(m) =—1

24

p(r') aV' = p(r') d*r'

2
I
0
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v

fie /12 ! dSL’
U(r) = —27mvym / dr'r /
(r) TMmpo ; IR/ v

Bemerkung;:

Za diesem Zwischenergebnis gelangt man direkt durch die Zerlegung
des Volumenelements d3r’ = r"? dr’ d(cos ©') d¢' und der Verwendung
der entsprechenden Integrationsgrenzen.

2. Substitution:

y = 12 4+1?—=2r'z
dy = —2rr dx
/1 dx 1 /y(l) dy
. - _ et
V22 = 2rrx 2rr" Jy—1y VY
1T 1
= —W_r2+r’2—2rr'x]2 =
1 3
= —— \/7"2—|—7"2—27“7“’—\/T2+7“’2+27“7"}
rr L
1T 1
= —— \/(r—r’)Q—\/(T—Fr’)Q}Q
rr' L
L) =2 >y
TS

' —r—(r+r) =2 r'>r

T
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1 [he
Falll: r>Rp — Ulr) = —47Tfymp0—/ 2 dr'
™ Jo

Definition:

'Gravitationsfeld’ G(r) = LF(r) = —y2Le,
unabh. vom 'Probekorper’ m
'Gravitationspotential’ ¢(r) = LU(r) = —y2E

Entwicklung fiir r = Rg + 2’ mit 2’ < Rg:

1
U = —ymM
RN (T) ym ERE+Z/
= —’Y R . 1 Z/
E +E
M / / 2
S A A L
Rg Rp  \Rg
mME mME ’
- + ..
Y&, TR
M
= Uy+mgz + .. <g:fym 2E>
Ry
au
— U=U-Ujy=mgz; F(z):—d—ez— mge,
z
Rg r Rg
Fall2: r< Rp — / dr’ = / d’r”+/ dr’
0 0 T
r>r >
1 T Rg
— Ur) = —47r'ymp0{—/ 7' dr'+/ r dr’}
" Jo 0
1
= —47mmp0{—7"2 + —(R% — 7“2)}
1 1
= —47wmp0[—R —67"2]
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4 M
Mg = —pR} <+ = —
FE 3 pD E po 4 RSE
31 1 r?
Ulr)=— P
(r) = —ymMe| 50 = 57
mM
F(r)=-VU(r) = —v R3Er
E
Zusammenfassung:
1 r > Rg
U(r) = —ymMg . o
SRy 512—3},; r > RE‘

A -

Abbildung 3.2: Potentialverlauf im inneren und im Auflenbereich der Erde

F(r) = —ymMg
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1/r2

Abbildung 3.3: Verlauf der Erdanziehungskraft auflerhalb und innerhalb der Erde

Zusatzbemerkungen:

(i) ¢(r) = =2 fiir r > R gilt fiir jede isotrope Dichteverteilung (p(r) = p(r)).
Das Gravitationspotential /-feld einer isotropen Massenverteilung sieht von
auBen aus wie das eines Massenpunktes der Gesamtmasse M im SP.

(ii) Analoge Aussagen gelten in der Elektrostatik

(iii) Alternative Rechenmethoden: ” Gaufl’sches Gesetz”; ” Multipolentwicklung”

BWAGI fiir Bewegung im homogenen Schwerefeld:

5= g
z = Uz
) dv,
0, = = —
T
Variablitr)ennung /dvz — _g/dt
wlt) = i+
v:(0) = v =0C
/dz — —g/dt+v0/dt
L o
— 2(t) = —agt + vt + G

AB : Z(O) = Zp = CQ
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0=0 1

insh. 2 2(t) =2 — = gt? freier Fall

Alternative Losungsweg:

Ausgangspunkt (E — Satz) t(z) = :I:,/%/ [E — U(z')}_5 dz' (to =0)

mit U(z) = mgz t(z) = —,/T/Zd—%
- B 2 )., VE —mg?
2
t(z) = ”m_gQ {\/E—mgz—\/E—mgzo}
VE—mgz = Q/%gt—l—\/E—mgzO

2
E—mgz = ( E—mgzo—l—\/%gt)

E 1 m 2
= Z(t):m—g—m—g( E—mgzo—i— Egt)

ABs: 2(0) = zp; v.(0) =0; — E=T+U =T(0)+U(0) = mgz

— 2(t) = 2z — 59152

3.1.2 Reibung (F #0)

Phénomenologische Ansitze (Bewegung in einem Medium)

(i) Stokes’sche (viskose) Reibung Fg = —fv (8>0)
— giiltig fiir ’kleine’ v

(ii) Newton’sche Reibung Fy =—ov (v >0); (v= |v|] >0)
— giiltig fiir grofere’ v (aber kleiner als Schallgeschwindigkeit)

a) Freier Fall mit Stokes’scher Reibung:
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. 5
= —g—bu, b=—
z g=bv.  (b=-—)
= —g-—0bz
dz
at — V=
—
Variablentrennung dUz
— / = —/dt = —t+ konst.
g+bu,
In(g+bv,) = —bt+ konst.
g+b’l)z = Cle_bt
C Bt mg
V(t) = —m-e m— —
4 mg
AB: 'UZO = = —m — —
(0) = vo 5 5
— () = th
m
mg _pst Mg
= vzt:<v+—)em——
(t) 0t 3
2.Integration B m ( mg) _ Bt mgt
— 2(t) = ——=(vo+—)-emn——+C
(t) A 5 )
m m
AB : Z(O)IZO = —E(’Uo—i-?g)—i-CQ
mg m mg _Bt
<= ztzz——t—{——(v +—)<1—e m)
=25+ gt

Diskussion:
(i) Beschleunigung a,(t) = v, = —% <U0 + 7) e 2%
—  Langzeitverhalten:
t—o0  mg _

v:(t) — =% = —v = konst.

geradlinig, gleichformige Bewegung

z(t) A Lokt — p ot
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(ii) Kurzzeitverhalten: (¢ — 0)

bentitze et =

Q

2(t)

fir vo =0 z(t) =

31

> (=t bt + —b*t?
n
n=0
zo—voot—l—voz X(1—1+0bt— thQi
b 2
20 — Vot — 5(?}0 + Voo )t
g
20 — §t2

— ungebremster freier Fall fiir ¢ — 0
(iii) Reibungsfreier Grenzfall (5 — 0)

) 2(t) = 2z — 4t?

(iv) Starke Reibung (8 — o0)

2(t) =20  (keine Bewegung im oco-zéhen Medium)

b) Schiefer Wurf mit Stokes’scher Reibung:

x-Komponente:

BWGI : m¥ = —mge, — (T
i} : g
—= —b e
Z = —g—0b2

T = Uy; dv, -, — /d%: /dt
dt
— u(t) = vi-e
o) = w0+ D

Diskussion:

(i) t — z(t) — x(0) +
)t—0  z(t)~=z(0)+v
(iii) p— 0 — siehe (ii)
)

(iv) f — o0 z(t) — o

v¥ . v¥
+ = Tmae Maximale Wurfmasse = >

0t — geradlinig, gleichférmige Bewegung

)
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(v) Raumkurve (Orbit):

xT

o(t) = wmo+ L(1—e M)

b
I
2(0)
—bt b
= e = 1— —(z—z)
Yo
1 b
t = 3 ln(l - U—g(:v - $0)>
(x) o+ 2 ln(l b(x x)>+vg+voo(x o)
z(x) = — - - —(r— -
ot w 0 0 0
c¢) Freier Fall mit Newton’scher Reibung:
BWGI : m¥ = —mge, — YUV
i)z - Z - —g—C|Uz|Uz (C: l)
m
dv,
/* = —/dt = —t+ konst.
g+ c|v;|v,
Integrale:
arctan (%) 0<z
d 1
/—x:_ artanh (%) —la] <2 <0
a?+|zlz  a a
arcoth (%) T < —a

Niheres sieche Ubung 3.3

d) AbschlieBende Bemerkungen:

(i) Reibungskrifte sind nicht konservativ, sondern dissipativ

(ii) Allg. E-Satz: 4E=4(T —U)=Fp-v=—Fg-v <0
— mechanische Energie nimmt ab (Umwandlung in Wérme)

(ili) Agp = — ftz Fr(v(t'),t)v(t') df' (wegunabhingig)

(iv) Statt Potential kann man ”Dissipationsfunktion” angeben (s. Kap. 4)
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3.1.3 Diagramme

vg = 0:

z-t-Di agramm

LI L L L L L L L L L L L L
0 1 2 3 4

t

v-t-Di agranm

o
|

\‘,_

'
IRy

R
i R N N N T T T T T T T . - M O A

'
w

'
n

7T 17T 17T 17T 17T 17T 17T 17T 17T 17T 1T 1T 17T 1T 1T T T
1 2 3 4

t

o
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a-t-Di agramm

o

OIIIIéPIIIIqI)IIII';?IIII’lYIIII

'
[EEN

LI L L L L L L L L L L L L
1 2 3 4

t

o

vy = +20:

z-t-Di agramm

LI Y N Y I I Y I I Y O I B
0 1 2 3 4

t

34
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v-t-Di agranm

20

=
R T A B A

N
<

LI L L L L L L L L L L L L
1 2 3 4

t

o

a-t-Di agranm

o

'
-

'
[ERN

1
N

'
N

P T P M i1

'
w

T T T T T T T T T T 1T T T T T T T 11
1 2 3 4

t

o

35
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Vo = —20:

z-t-Di agranm

T T T T T T T T T T 1T T T T T T T 11
0 1 2 3 4

t

v-t-Di agranm

'
[N

’—F

'
N

'
w

o I
el I A T E A T R - A B A B s

'
(2]

LI L L L L L L L L L L L L
1 2 3 4

t

o
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a-t-Di agramm

107
5-

- —

0 \‘__=
- 5
-1G

1717171717717 17T 17T 17T 17T 17T 17T 17T 17T T 1771
0 1 2 3 4

t

vg = 0, starke Reibung:

z-t-Di agranm

100

LI L L L L L L L L L L L L
0 1 2 3 4

t

37
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v-t-Di agranm

o
|

'
[ERN

w R
[ R A R R R T O R R B < B B

~
Q@

LI L L L L L L L L L L L L
1 2 3 4

t

o

a-t-Di agranm

o

AR . . . .
A I AT U AN AN i N B BN N AN EN A

T T T T T T T T T T 1T T T T T T T 11
1 2 3 4

t

o
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Raunkur ven
3
2_
y 14 \
0_ \
1|||||\|||||||||||||||||||
0 2 4 6 8

v

10
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3.2 Oszillatorprobleme I

3.2.1 Motive fiir das Studium des harmonischen Oszilla-
tors

(i) Beschreibt Bewegungen in der Umgebung eines stabilen Gleichgewichts

U(x)

Gleichgewicht
(v=0)

v

X
Taylorentwicklung von U(z) um = = 0:
au 1d*U 1d3U
U(l’) = U(O) + d_|x:01' +§F|x:0$2 + éﬁ’x:OlB —+ ...
-~ e €T x
0 0
= a2x2 + a3x3 + ...
dU

— F(z) = = —2a9x — 3azT + ...

< 1. Ndherung: U(z) o< 2%, F(z) x —z — Hooke’sches Gesetz

Einige Realisierungen:

Mechanik : Feder — und Fadenpendel
klassische Oszil.
Elektrodynamik : Schwingkreis

Molekiilphysik : 'Vibrationen’ der Kerne gegeneinander
(z.B. 2 — atomiges Molekiil)
QM Ostzil. ¢ FK — Physik : Gitterschwingungen

Kernphysik : Vibrationen deformierter Kerne
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(ii) Kann in KM und QM exakt gelost werden (und ist Grundlage der sog.

"Feldquantisierung’ in der "hoheren’ QT)

3.2.2 Der geddmpfte harmonische Oszillator (1-dim.)

BWGI : ms = —kx + —fz
SN— ~—~—
Hooke'sches Gesetz | T Reibung nach Stokes
1 k
b= —ﬁ; wo =1/ — (Eigenfrequenz)
2m m
— &+ 2bi +wir =0

— homogene, lineare DGI. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Losungsansatz : z(t) = eM
— (A2 200+ wd)eM = 0
'charakteristische Gleichung’ : 0 = A\ 4 2b\ + wg
— )\1/2 = —b+£ b? — wg

Fall 1: w? > b? Schwache Diampfung/Schwingfall

Def. : w = \/wg — b? eR — Aijp=—bEiw

Allg. Lsg.: z(t) = CreMt 4 Cye?!
(Linearkombination von zwei linear unabhéngigen Losungen)

— ZE(t) = G_bt . (Cleiwlt + Cge_iwlt)

Grenzfall b=0: w; = wy

z(t) = Cre™" + Coe ™0

C(cos wot + i sinwyt) + Ca(cos wot — @ sin wyt)

(Cy + Cy) coswpt + i(Cy — Cy) sinwpt

= Acoswyt + Bsinwyt A BeR<= Cy=CY
= Dsin(wyt + 6)

A
— D = VA2+ B2, tanp = 5
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b # 0 : reelle Form der allg. Losung

x(t) = De " sin(wyt + )

ABs : z(0) =0
Vo _pt . b—0 Vo .
— z(t) = —e "sinwit — — sinwyt
i(0) = vy wi o
T, =2 > Z—’; = Ty : Geddmpfte Schwingung ist streng periodisch, wobei

Periodeogréﬁer ist als im ungedampften Fall

Fall 2: w2 < b? Starke Dadmpfung/Kriechfall

%9)\1/2:—bi\/b2—w5<0

ABs : 2(0) =0

— x(t) = %e_bt sinh ( b — w%)
(0) = v b* — wp

(wobei sinhy = 1(e¥ — 7))

Fall 3: w2 = b* Aperiodischer Grenzfall

)\1/2 =-b 68%
Zum Auffinden einer 2. linear unabhiingigen Lsg. betrachte DG fiir w? = b*:

F+2bi + b*x =0

Ansatz : z(t) = R(t)e™
i = (R—bR)e™
i = (R—2R+VR)e™
ensetzen g — (R —2bR+ 1R+ 2bR — 20°R + B*R)e
R=0 — R(t) = C) + Caot
— xz(t) = (Ci+Cot)e™
ABs : z(0)=0

I(O) = Vo

Energie des gedampften harmonischen Oszillators:

dEl  d
= (T +U)=Fr-v=—Fr-i=—2mbi’
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t
- E(t) = E(0) — 2mb / i? dt’
0

(Niheres siche Ubung 5.1)

3.2.3 Der getriebene harmonische Oszillator - erzwungene
Schwingungen

BWGI : &+ 2bi +wir = f(t)
—> inhomogene DGI 2. Ordnung mit konstantem Koeffizienten

Allg. Lsg. der inhomogenen DGI = allg. Lsg. der homogenen DGI + eine
spezielle Lsg. der inhomogenen DGI

ZE(O) = xhom(cl, 02, t) —+ xpa'rt(t)

a) Harmonische Anregung

ft) = foe™! (foeR)
Wenn z(t) = x(t) +iy(t)
und P4 202+ wiz = foe™t
— i 4+ 2bi+wir = focos(wt)
Ansatz : Zpart () = Ce™t

— [C’(—wQ + 2ibw + wi) — fole™ =0

. = Jo
wi — w? + 2ibw

= fox(w)

X: " (dynamische) Suszeptibilitit”, beschreibt die Antwort des Systems

xw) = |[x)|e ™ = A(w)e ™
= Zan(t) = A(w)e™? foe = Aw) foe' 7
Tpart(t) = A(w) focos(wt — @)
— Alw) = [(wg—w2)2+4b2w2 o’

2bw

2 _ 2
Wy —w
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NR - B 1 Wi —w? = 2ibw
— = W — w2+ 2w (WE — w?)? + 4b2w?

N (W —w?)?+4b°w? 1

= 2 T 22 2,2
(w2 — w?)? + 462w2] (wg — w?)? + 4b%w
tan & sin ¢ Im x 2bw
an ey = — ey
cos ¢ Re x  wi—w?
Diskussion:

(i) Endgiiltige Losung z(t) = Zporm(C1, Ca,t) 4+ ,(t) (zu vorgegebenen
ABs) i.a. kompliziert

(i) x(¢) grofet xp(t) (falls b # 0) — Oszillator folgt der harmonischen
Anregung mit Phasenverschiebung ¢

(iii) b = 0: ungedampfter Oszillator

AW) = [ -], ow) =0
x(t) = Dcos(wot+6) + A(w) fo coswt

ABs:  2(0) = #(0)=0 = (D=—A(w)fe; §=0)
x(t) A(w) fo(coswt — cos wyt)

Spezialfall:  wy=w+ Aw; 0<Aw <K w

Fiir Awt < 1:
coswt — coswot = coswt — cos(w + Aw)t
= coswt — coswt cos Awt + sinwt sin Awt
~ (Awt)sinwt
1 1 1
Alw) = = ~

(W+Aw)? —w?  2wAW+Aw? ~ 2wAw

Awtk1
< 2f—0t-sin wt  Amplitude wéchst linear an — (Resonanz)
w

— x(t)
Resonanzkatastrophe: A(w) 2790

(iv) Kurvendiskussion fiir A(w) (fir b # 0)

1
V(W2 — w?)? + 4b202
1
Alw=0) = —

2
Wo
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P R —— L
V(w4 4b%w? w?
A
Extrema? Z— =0 <= ww-w-2"=0
w
—  (wy =0); wy = y/wg — 202 =wr — Maximum
1
e Alwr) =
() N
(v) Phasenfunktion ¢(w)
¢(w)arctan<w§ﬁ“;2> )
$(0) =0
0<op<m
P(w =wp) =5
Ow) = )

— Ogzillator lduft Anregung hinterher (x, o cos(wt — ¢))

b) Allgemeine periodische Anregung (F'(t +T') = F(t))
Superpositionsprinzip: Seien z,,(¢) Partikuldrlésungen der DGI

B+ 2biy, + Wiz, = fut)  (n=1,..,N)

und
Fity=>Y fult) = a(t)=> au(t)

16st die DGI Z + 2bz + wix = F(t)

Insbesondere, falls:

Fty = Y L) =" f5" cos(wat)

=  1,(t) = Z A(wn)fén) cos(wpt — ¢n)
n=1

N|=

Alw,) = [(wg —w?)? + 4b2wi] B
2bwy,

2 _ 2
wh — w;
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Allgemeinere Aussage: Eine ”hinreichend-gutartige” periodische Funktion
F(t+T) = F(t) kann als Fourier-Reihe dargestellt werden:

F(t) — icneinwt

1 to+T -
— Chn = = F(t)e ™" dt
r),
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Bemerkungen:

(i)

n=N
D e SR
n=—N

Welche Art von Konvergenz wird gefordert? «— Anforderungen an

F(t)

a) Punktweise Konvergenz

VteR, e€>0; IN=N(te: |fult)—F(t)]<e Vn>N
b) Gleichméfiige Konvergenz

VteR, e¢>0;, IN=N(e): |fult) - F(t)|<e VYn>N

ist gegeben, falls F(t) stiickweise stetig differenzierbar
¢) Konvergenz im quadr. Mittel

to+T
/ )= FORd =5 0

to

Den Fourier-Reihen ist die Konvergenz im quadr. Mittel i.a. besser
angepasst, falls F'(¢) (Riemann-) integrierbar ist (siehe hierzu [2],
Kap. 23)

(ii) Es existieren alternative Entwicklungen nach ”vollstdndigen Funkti-
onssystemen” F(t) = > a,g,(t), wobei {g,} z.B.:

* trigonometrische Fkt. (— Fourier Reihe)

* Legendre Polynome
* Bessel Fkt.

—  spezielle Funktionen der (mathematischen) Physik
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Symbolverzeichnis

1 Abkiirzungen

1.1 Lateinisch

Beschleunigung

Flache, Arbeit
Integrationskonstante
Exponentialfunktion, Eulerzahl
Energie

innere Kréfte

Kraft

Gravitationsbeschleunigung in der Ndhe der Erdoberfliche
Hohe

Drehimpuls eines MP

Drehimpuls eines Teilchensystems
Masse

Leistung

Radius, Weg

Reelle Zahlen

Abstand

Zeit

kinetische Energie

potentielle Energie
Geschwindigkeit

Potential (aufgrund innerer Krifte)
Abstand, Entfernung

@
»
T

S

<< g+ xk"mETEmR O EHY QB9
w2

"
<

48
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1.2 Griechisch

A Differenz, Laplace Operator
v Gravitationskonste

\Y Nabla Operator

w Winkelgeschwindigkeit
2 Indizes

0 Ursprung, Beginn
1,2 Ort, Zeitpunkt

i, k Laufvariablen

diss dissipativ

ext extern

E Erde

hom homogen

kin kinetisch

part rartikul&r

SP Schwerpunkt

49
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Wichtige Fundamental

Konstanten
_ m3
Y ~ 6,6726 -10 H W
g ~ 9,81 %
My  ~ 509710 kg
Rp ~  6,378-10°m
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